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OVER DIT WERK

De reeks Wiskunde Samen gevat heeft één doel: leerlingen van de tweede
en de derde graad met doorstroomfinaliteit houvast bieden om basiskennis
wiskunde op te zoeken, te (her)begrijpen en te onderhouden.

In dit deel vatten we basiskennis wiskunde samen die leerlingen horen te
beheersen om in de derde graad een richting met zes of meer wekelijkse
lestijden wiskunde aan te vatten. Niet alles werd samengevat, enkel de
leerinhouden die naar onze mening echt essentieel zijn.

Bijzondere aandacht gaat naar notaties, rekenvaardigheden en correct om-
schrijven van begrippen, formules en eigenschappen. Dit alles wordt ver-
duidelijkt met de vele opgenomen voorbeelden. Waar het ons zinvol lijkt,
formuleren we een stappenplan dat kan zorgen voor meer houvast.

Meer subtiele notaties en begrippen worden met extra zorg behandeld; zo-
als de notatie +/x die staat voor de positieve vierkantswortel van x (enkel
zinvol als x € R™), het onderscheid tussen en correct gebruik van de sym-
bolen =, ~, =, < en het begrip georiénteerde hoek.

Af en toe worden fundamentele formules en resultaten voorzien van een
argumentatie; zoals bij de stelling van Pythagoras, de grondformule van
de goniometrie en de sinusregel. Als begrepen wordt waarom iets geldt,
wordt het ook beter onthouden en juister toegepast.

Om bij het elementair rekenwerk de kans op succes te verhogen, pleiten
we ervoor het handelingswerkwoord schrappen te verbannen, en in plaats
daarvan de attitude aan te leren om de handeling meer expliciet te ver-
woorden, bijvoorbeeld teller en noemer delen door een twee.

Het PDF-bestand van dit werk, dat kan afgedrukt worden op A6-formaat
met een pocketboekje als resultaat, is vrij beschikbaar op de website

https://www.koendenaeghel .be/
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LOGICA

VEELGEBRUIKTE SYMBOLEN

Uitspraken

P, Q,... uitspraken

. 1s logisch equivalent met . ..

= ... 1s niet logisch equivalent met ...
Connectieven
= niet -(0+0=1)
A en 0+0=0)A(1+1=2)
V of 0+0=1)Vv(1+1=2)
= als ... dan ... (x=2)= (x*=4)
& als en slechts als (=4 (x=2)V(x=-2)
Kwantoren
V...: voor alle ... geldt VvneN:n>0
3.0 er bestaat een ... waarvoor geldt IxeR:x¢2Q




Logica 1

‘ UITSPRAKEN

Een uitspraak is een zinvol product van de schrijftaal dat voldoet aan de
wet van de uitgesloten derde:

elke uitspraak is ofwel waar (1) ofwel vals (0)

Door uitspraken met elkaar te combineren, kunnen nieuwe uitspraken
worden gevormd. Dat doen we met zogenaamde logische connectieven:
negatie —, conjunctie A, disjunctie V, implicatie = en equivalentie <.

symbool| lees als | betekenis

-P niet P waar enkel en alleen als P vals is
PAQ P en Q | waar enkel en alleen als P waar is en Q waar is
PV QO P of O vals enkel en alleen als P vals is en Q vals is

P = Q | als P dan Q | vals enkel en alleen als P waar is en Q vals is

P als en | waar enkel en alleen als P en QO ofwel beide

P=0Q slechts als Q | waar ofwel beide vals zijn

Voorbeelden

(b) Uitspraak (23 =

(c¢) Uitspraak (23 = 8)

(d) Uitspraak (1

(e) Uitspraak (
(

(f) Uitspraak (1

\®)



LOGICA 2

LOGISCH EQUIVALENT

Zij A en B twee uitspraken, samengesteld uit deeluitspraken P, Q etc.

Een waarheidstabel van A is een tabel waarin voor elke combinatie van de
waarheidswaarden P, Q etc. staat wat de waarheidswaarde van A is.

Als A en B dezelfde waarheidstabel hebben, dan noemen we A en B lo-
gisch equivalent en schrijven we A = B.

ﬁ(ﬁp) = P

~(PAQ) = (=P)V(~0)
~(PVQ) = (=P)A(=0Q)

P=0Q = (=0) = (=P)

P=0 = (—|P)\/Q

~(P=0) = PA(=Q)

dubbele negatie

wetten van De Morgan

contrapositie van de implicatie
disjunctie van de implicatie

negatie van de implicatie

In het algemeen is

P=Q #* Q=P

Voorbeeld 1. Contrapositie van de implicatie met waarheidstabellen:

P O|P=0Q
010 1
01 1
110 0
11 1

cn

P|Q|~0Q|~P|(~Q) = (-P)
00| 1 1 1
O/1] 0 |1 1
110 1 |0 0
1110 1] 0 1

Voorbeeld 2. Uitspraak als de lift stuk is, dan neem ik de trap is logisch
equivalent met als ik de trap niet neem, dan is de lift niet stuk.

3



LOGICA 3

‘ KWANTOREN

Heel wat wiskundige uitspraken zijn van de vorm voor alle of er bestaat.
Om die te kunnen uitdrukken, gebruiken we de universele kwantor V en
de existensi€le kwantor .

symbool lees als voorbeeld
V...: voor alle ... geldt VneN:n>0
3...: |erbestaat...waarvoor geldt | Ix € R : x*> =4

Als je een eenvoudige uitspraak in woorden krijgt, moet je in staat zijn
om die uitspraak te formaliseren: uitdrukken in symbolen, met behulp
van kwantoren en eerder geziene connectieven.

VYoorbeelden

(a) Er bestaat een natuurlijk getal dat tussen 3 en 5 ligt:
dJneN:3<n<5s.
De naam van de variabele is onbelangrijk, dus ook goed is:

dxeN:3 <x<5.
(b) Als x een reé€el getal is waarvoor x > 35, dan is x% > 25:
VxeR:x>5=x*>25.

(c) Voor elk reéel getal bestaat er een natuurlijk getal dat groter is dan
dit reéel getal:
VxeR:dneN:n>x.



Logica 4

‘ BEWIJSTECHNIEKEN

Een wiskundig bewijs is een sluitende redenering die de lezer overtuigt
dat een bepaalde uitspraak waar of vals is.

Om zo’n bewijs op te stellen, zijn een aantal technieken voorhanden. Op
de volgende pagina’s geven we voorbeelden van uitspraken met bewijs.

P 1s waar

bewijs uit ongerijmde: neem aan dat uitspraak P niet waar is en
laat zien dat dit leidt tot een strijdigheid

P = Qis waar
rechtstreeks bewijs: neem aan dat P waar is, toon dat Q waar is

bewijs door contrapositie: neem aan Q is vals, toon dat P vals is

Vx...: P1s waar

bewijs per willekeurig element: neem x willekeurig en toon dat
voor die x uitspraak P waar is

dx...: P1is waar

bewijs door voorbeeld: geef een specifieke x en laat zien dat voor
die x uitspraak P waar is

Vx...:Pisvals betekent dx...:—Pis waar

bewijs door tegenvoorbeeld: geef een specifieke x en laat zien
dat voor die x uitspraak P vals is

dx...:Pisvals Dbetekent Vx...:—Pis waar

bewijs per willekeurig element: neem x willekeurig en toon dat
voor die x uitspraak P waar is




LoGICA B

BEWIJS UIT HET ONGERIJMDE

Een bewijs uit het ongerijmde is een techniek om aan te tonen dat een
uitspraak P waar is door eerst aan te nemen dat ze niet waar is, en om dan
te laten zien dat deze aanname leidt tot een tegenspraak.

P 1s waar

bewijs uit ongerijmde: neem aan dat P niet waar is en laat zien dat
je dan een tegenstrijdigheid verkrijgt

Voorbeeld 1. Toon aan: er bestaat geen grootste natuurlijk getal.

Bewijs uit het ongerijmde. Neem aan dat de uitspraak niet waar is, dus
neem aan dat er wel een grootste natuurlijk getal N is. Omdat N + 1 ook
een natuurlijk getal is, zou dan N groter zijn dan N + 1, en dat kan niet.
Dus er bestaat geen grootste natuurlijk getal. []

Voorbeeld 2. Toon aan: v2 ¢ Q.

Bewijs uit het ongerijmde. Neem aan dat de uitspraak niet waar is, dus
neem aan dat /2 € Q. Dan is v/2 een breuk van twee gehele getallen die
na vereenvoudiging niet beide even zijn:

N

met a en b niet beide even.

SR

Dan is 2b%* = a%. Dus a? is even, zodat a even is. Maar dan is 2b? een
veelvoud van 4 zodat ook b2 even is, en dus ook b even is. Dit is in strijd
met het feit a en b niet beide even zijn. []

Het symbool [ staat hier voor het symbool van Halmos, en geeft aan waar een bewijs
eindigt. Het vervangt de klassieke afkorting q.e.d. van de Latijnse uitdrukking quod erat
demonstrandum, vertaald: hetgeen bewezen moest worden.

De uitspraak Vn € N : n? even = n even wordt verderop bewezen.

6



Logica 6

RECHTSTREEKS BEWIJS

Een rechtstreeks bewijs is een techniek om aan tonen dat een implicatie
P=0

waar is door aan te nemen dat uitspraak P waar is, en om dan te laten zien
dat dan noodzakelijk ook uitspraak Q waar is.

P = Q is waar

rechtstreeks bewijs: neem aan dat P waar is, toon dat Q waar is

Voorbeeld 1. Zij n een natuurlijk getal. Toon aan:

neven — n2 cven.

Rechtstreeks bewijs. Als n even is, dan is n = 2k voor een zeker natuurlijk
getal k. Welnu,
n? = (2k)* = 4k* = 2(2k?)

zodat ook n? even is. []
Voorbeeld 2. Jouw vriend doet de uitspraak:
als het vrijdag is, dan eet ik geen vlees.

Om na te gaan of jouw vriend de waarheid spreekt, volstaat het om elke
vrijdag te controleren dat jouw vriend die dag geen vlees eet.

Omdat P = Q altijd waar is als P vals is, valt er in dat geval niets te bewijzen. Het
volstaat dus aan te nemen dat P waar is en te tonen dat dan ook Q waar is.

7



LOGICA /

‘ BEWILJS DOOR CONTRAPOSITIE

Een implicatie is logisch equivalent met zijn contrapositie:
P=0Q = (=0)= (-P)

Een bewijs door contrapositie is een techniek om aan te tonen dat P = Q
waar is door aan te tonen dat (—Q) = (—P) waar is.

P=-Qiswaar betekent (—Q)= (—P)is waar

bewijs door contrapositie: neem aan Q is vals, toon dat P vals is

Voorbeeld 1. Zij n een natuurlijk getal. Toon aan:

n2 even = neven.

Bewijs door contrapositie. We zullen aantonen:

n oneven — n2 oneven.

Als n oneven is, dan is n = 2k+ 1 voor een zeker natuurlijk getal k. Welnu,
n® = (2k+1)* = 4k* + 4k + 1 = 2(2k* + 2k) + 1
zodat ook n” oneven is. []

Voorbeeld 2. Jouw vriend doet de uitspraak:
als het vrijdag is, dan eet ik geen viees.
Die uitspraak is logisch equivalent met:
als ik vlees eet, dan is het niet op een vrijdag.

Dus om na te gaan of jouw vriend de waarheid spreekt, volstaat het om
telkens als hij vlees eet te controleren of het die dag geen vrijdag is.

8



LOGICA 8

LBEWIJS PER WILLEKEURIG ELEMENT

Om aan te tonen dat een uitspraak van de vorm
Vx...:P

waar is, moet je laten zien dat P waar is voor elke mogelijke x. Daarom
start je jouw bewijs door eerst een willekeurige x te nemen, en vervolgens
aan te tonen dat voor die gekozen x de uitspraak P waar is. Dat noemen
we een bewijs per willekeurig element.

Vx...: Pis waar

bewijs per willekeurig element: neem x willekeurig en toon dat voor
die x uitspraak P waar is

Voorbeeld 1. Toon aan dat Vg € Q : ¢*> € Q.
Bewijs per willekeurig element. Neem g € Q willekeurig. Dan is g een

quotiént van twee gehele getallen a en b:

q:E-

Op die manier is:
2

2= (%) L
T\ TR
opnieuw een quotiént van twee gehele getallen, namelijk a” en b°.
We besluiten dat g* € Q. []
Voorbeeld 2. Jouw vriendin doet de uitspraak:

elke zwaan is wit.

Om aan te tonen dat jouw vriendin de waarheid spreekt, zou je een wil-
lekeurige zwaan moeten nemen en controleren of die zwaan wit is. In
principe zou je dan elke zwaan moeten nagaan!

9



Logica 9

‘ BEWIJS DOOR VOORBEELD

Om aan te tonen dat een uitspraak van de vorm
dx...: P

waar is, moet je laten zien dat er minstens é€n x bestaat waarvoor de uit-
spraak P waar is. Je kan zo’n uitspraak dus bewijzen door een voorbeeld
te geven.

dx...: P1is waar

bewijs door voorbeeld: geef een specifieke x en laat zien dat voor
die x uitspraak P waar is

Voorbeeld 1. Toon aan dat da € Z : a ¢ N.
Bewijs door voorbeeld. Kiesa = —1. Danisa ¢ N, []

Voorbeeld 2. Toon aan dat 3x € R: x> =4 en x # 2.

Bewijs door voorbeeld. Kies x = —2. Dan is x> = 4 en x # 2. []

Voorbeeld 3. Jouw tante doet de uitspraak:
sommige zwanen Zijn zwart.
Om dat te bewijzen, volstaat het om €én zwaan te tonen die zwart is.

Voorbeeld 4. Zij p,q € Q met p < g. Toon aan dat er een rationaal getal
tussen p en g bestaat.

Bewijs door voorbeeld. Kies x = pTHI het gemiddelde van p en g. Dan:

_ptqg q+q 2
X = < =—=
2 2 2

zodat x < g. Analoog is ook p < x. We besluiten dat x een rationaal getal
1s dat tussen p en ¢ ligt. ]

10



Loaica 10

‘ BEWILJS DOOR TEGENVOORBEELD

Om aan te tonen dat een uitspraak van de vorm
Vx...:P

vals 1s, moet je laten zien dat er minstens €én x bestaat waarvoor de uit-
spraak P niet waar is. Je kan zo’n uitspraak dus bewijzen door een tegen-
voorbeeld te geven.

Vx...:Pisvals betekent dx...:—Pis waar

bewijs door tegenvoorbeeld: geef een specifieke x en laat zien
dat voor die x uitspraak P vals is

Voorbeeld 1. Toon aan dat de uitspraak Vm € Z : m > 0 vals is.

Bewijs door tegenvoorbeeld. Kies m = —3. Dan is niet m > 0. []

Voorbeeld 2. Toon aan dat Vx € R : x> =9 = x = 3 vals is.

Bewijs door tegenvoorbeeld. Kies x = —3. Dan is x> = (—3)? =9 en toch
is x # 3. []

Voorbeeld 3. Toon aan dat Vx € R : x2 = 9 < x = 3 vals is.

Bewijs door tegenvoorbeeld. Kies x = —3. Danis x € R, en x> =9 is waar
terwijl x = 3 vals is, zodat in dit geval de uitspraken x> = 9 en x = 3 niet
equivalent zijn. []

Voorbeeld 4. Jouw vriendin doet de uitspraak:
elke zwaan is wit.

Om aan te tonen dat jouw vriendin liegt, volstaat het om één zwaan te
tonen die niet wit is.

11



Loaica 11

‘ WAAR/VALS ARGUMENTEREN

Een veelgestelde vraag is om een uitspraak van de vorm
Vx...:P of dx...:P

te beoordelen (waar of vals) en om je antwoord te beargumenteren.
Daarbij komen de vorige bewijstechnieken van pas: bewijs per willekeu-
rig element, door voorbeeld, door tegenvoorbeeld of uit het ongerijmde.

uitspraak | oordeel | hoe argumenteren/bewijzen

Vx...:P | waar | neem x willekeurig, toon aan dat P waar is

dx...: P | waar | geef een voorbeeld: een x waarvoor P waar is

Vx...:P vals geef een tegenvoorbeeld: x waarvoor P vals is

dx...: P vals neem x willekeurig, toon aan dat P vals is
Voorbeelden

(a) Vx € R : x> # —1 is waar, bewijs: neem x € R willekeurig. Dan is
x?> > 0 terwijl —1 < 0. Dus is x* # —1.

(b) Ix € R : x* = 4 is waar, bewijs met voorbeeld: kies x = —2.

(c) Vx € R : x> =4 = x = 2 is vals, bewijs met tegenvoorbeeld: kies
x=—2, danisx2:4entochisx7é2.

(d) 3x € R : x> = —1 is vals, bewijs uit ongerijmde: mocht er toch zo’n
x € R bestaan, zou —1 = x?> > 0, een tegenstrijdigheid.

De letter P staat hier voor een uitspraak waarin de variabele x kan voorkomen, bijvoor-
beeld x> # 1 of x> =4 = x = 2.

12



VERZAMELINGEN

VEELGEBRUIKTE SYMBOLEN

Voorstellen van verzamelingen

{}of @ delege verzameling

de verzameling van het element [,
singleton []

1} 3}

{O0,A}  de verzameling van [Jen A {1,7}
{0, A,...} deverzameling van [J, /A enzovoort {0,1,2,...}

{O]...} deverz. van alle J waarvoor geldt... {xc€R|x*>=4}

Kenmerken van verzamelingen

is element van 7€{1,2,7}
7 is geen element van 5¢{1,2,7}

M

het aantal elementen van, B
# het kardinaalgetal van #1,2,7; =3

: het kleinste element van, . B
min o min{1,2,7} =1
het minimum van
max het grootste element van, max{1,2,7} = 7

het maximum van

13



VERZAMELINGEN

VEELGEBRUIKTE SYMBOLEN

Vergelijken van verzamelingen

= is gelijk aan {1,2} ={2,1}
+ is niet gelijk aan {1,2} #{1,2,3}
C is deelverzameling van {1,2} C{1,2,3}
g is geen deelverzameling van {1,2,3} £ {1,2}
C is strikte deelverzameling van {1,2} c{1,2,3}
7 is geen strikte deelverzameling van {1,2} ¢ {1,2}
Bewerkingen met verzamelingen

N doorsnede {1,2}n{2,3} = {2}

U unie (1,2U1{2,3} = {1,2,3}
\ verschil {1,2}\{2,3} = {1}

14



VERZAMELINGEN 1

BESCHRIJVINGEN

Een verzameling A bestaat uit objecten die we haar elementen noemen.
Elementen worden niet herhaald en hun volgorde is onbelangrijk.

Als a tot A behoort, schrijven we: a € A. Anders schrijven we: a ¢ A.

We kunnen een verzameling beschrijven door
> de elementen op te sommen met het geheel tussen accolades, of
> voorwaarden die de elementen vastleggen: lees | als waarvoor geldt.

De lege verzameling is de verzameling zonder elementen: notatie {} of 0.
We stellen een verzameling schematisch voor met een venndiagram.
Voorbeeld 1. Beschouw de verzameling A met de objecten 3 en —3.
(a) —3€Aen5<¢A
(b) A = {3,—3} is een beschrijving door opsomming
A = {—3,3} want volgorde is onbelangrijk
(c) A = {x € Z | x¥* = 9} is een beschrijving door voorwaarden

A = {a € Z | a* =9} want naam variabele is onbelangrijk

(d) Voorstelling met venndiagram:
A

Voorbeeld 2. Noem B de verzameling van even natuurlijke getallen.
(a) B=4{0,2,4,6,8,...}
(b) B={n € N| 2 is een gehele deler van n} of B={2a |a € N}

15



VERZAMELINGEN 2

DEELVERZAMELINGEN

Zijn A en B verzamelingen, dan noemen we A een deelverzameling van B
als elk element van A ook een element is van B: notatie A C B.
Is dat niet zo, dan schrijven we A  B.

ACB & VYxeA:xeB
ACB & dxeA:x¢B

Twee verzamelingen A en B zijn gelijk als A een deelverzameling is van
B en als B een deelverzameling is van A. We schrijven dan A = B.
Is dat niet zo, dan schrijven we A £ B.

A=B & ACBenB CA
A#B < AZBof BZA

Voorbeelden

(a) BijA={-2,1,3}enB={-2,0,1,2,3} isA C Ben B Z A. Voor-
stelling met venndiagramen:

(b) {—2,1,3} ={3,-2,1}

(c){—2,1,3} #{-2,0,1,2,3}

(d) N C Z want elk natuurlijk getal is een geheel getal.

(e) Z £ N want er is een geheel getal dat geen natuurlijk getal is.
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VERZAMELINGEN 3

DOORSNEDE

Zijn A en B verzamelingen, dan is de doorsnede van A en B de verzameling
van alle elementen die zowel tot A als tot B behoren:

ANB={x|x€Aenxec B}

Voorstelling met venndiagrammen:

A B

Basiseigenschappen voor doorsnede (A, B en C verzamelingen):

ANBCA en ANBCBHB
ANA=A en ANO=0

ANB=BNA commutativiteit
AN(BNC)=(ANB)NC associativiteit

ACB & ANB=A

Als AN B = ( dan noemen we A en B disjunct.
Voorbeeld. Als A = {1,3,5,6} en B={2,3,4,6}, dan is

ANB = {3,6}.
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VERZAMELINGEN 4

UNIE

Zijn A en B verzamelingen, dan is de unie van A en B de verzameling van
alle elementen die tot A of tot B behoren:

AUB={x|x€AofxeB}

Voorstelling met venndiagrammen:

A B

Basiseigenschappen voor unie (A, B en C verzamelingen):

ACAUB en BCAUB

AUA=A en AUD=A

AUB=BUA commutativiteit
AU(BUC)=(AUB)UC associativiteit
AU(BNC)=(AUB)N(AUC)

= ( o
UM (BUC) = ( AN B)U( ANC) distributiviteit

ACB & AUB=B

Als AN B = ( dan noemen we A U B een disjuncte unie.
Voorbeeld. Als A = {1,3,5,6} en B={2,3,4,6}, dan is
AUB=1{1,2,3,4,5,6}.
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VERZAMELINGEN 5

VERSCHIL

Zijn A en B verzamelingen, dan is het verschil van A met B de verzameling
van alle elementen die wel tot A maar niet tot B behoren:

A\B={x|x€Aenx¢ B}

Voorstelling met venndiagrammen:

A B

Basiseigenschappen voor verschil (A, B en C verzamelingen):

A\BCA en B\ACB
A\A=0 en A\0D=A

ACB < A\B=0

Je kan elke unie schrijven als een disjuncte unie van drie verzamelingen:

AUB = (A\B)U(ANB)U(B\A)

Voorbeeld. Als A = {1,3,5,6} en B={2,3,4,6}, dan is

A\B={1,5} en B\A={24)}.
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GETALLEN

VEELGEBRUIKTE SYMBOLEN

Vergelijken van getallen

= 1s gelijk aan 2=2
=+ is niet gelijk aan 0#1
~ is ongeveer gelijk aan T~314
< is kleiner dan 0<1
< 1s kleiner dan of gelijk aan 2<2
> is groter dan 1>0
> is groter dan of gelijk aan 8>7
| is een gehele deler van -319
1 is geen gehele deler van —315

Kenmerken van getallen

>0 1s positief 0>0

>0 is strikt positief 2>0

<0 is negatief —3<0

<0 1s strikt negatief -3 <0

Bijzondere symbolen

+o0 plus oneindig +oo & R

—o0 min oneindig —oo & R
E maal tien tot de macht 3E2 =300
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GETALLEN

VEELGEBRUIKTE SYMBOLEN

Getallenverzamelingen

de verzameling van de natuurlijke getallen
de verzameling van de gehele getallen

de verzameling van de rationale getallen
de verzameling van de re€le getallen

de verzameling van de irrationale getallen

de verzameling van de natuurlijke getallen zonder nul
de verzameling van de gehele getallen zonder nul

de verzameling van de rationale getallen zonder nul
de verzameling van de reéle getallen zonder nul

de verzameling van de positieve re€le getallen
de verzameling van de negatieve reéle getallen

de verzameling van de strikt positieve re€le getallen
de verzameling van de strikt negatieve reéle getallen

open interval van a tot b (met a < b)

halfopen interval van a tot b met a erbij (met a < b)
halfopen interval van a tot b met b erbij (met a < b)
gesloten interval van a tot b (met a < b)

open interval van a tot +oo
open interval van —oo tot a
halfopen interval van —oo tot a
interval van —oo tot 4o
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GETALLEN

VEELGEBRUIKTE SYMBOLEN

Kenmerken van getallen

cQ 1s een rationaal getal, % cQ
dus 1s een breuk van twee gehele getallen
€ R\Q iseen irrationaal getal, V2ER\Q
dus is geen breuk van twee gehele getallen
Bijzondere irrationale getallen
T de cirkelconstante pi

Cio

3,141592653589793...

de verhouding tussen omtrek en diameter van een cirkel

de positieve vierkantwortel van twee
1,414213562373095...

de lengte van de diagonaal van een vierkant met zijde 1

de gulden snede

LV5 _ | 618033988749894 ...
? b
de verhouding tussen twee lengten a en b zodat % _ar

de constante van Champerowne

0,123456789101112131415...

nul gevolgd door alle natuurlijke getallen als decimalen
na elkaar opgeschreven
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GETALLEN 1

{_JQAJHJ[HILIJKJEEHQ(}EJIEIJE(}E1¥XLIJHN

Een cijfer is een element van de verzameling
{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}.
Een natuurlijk getal is een element van de verzameling
N=1{0,1,2,3.4,...}.
Een geheel getal is een element van de verzameling
Z={0,1,—1,2,—-2,3,-3,...}.

Voorstelling met venndiagrammen:

Een getallenas is een rechte waarop elk geheel getal wordt geplaatst zodat
opeenvolgende getallen op gelijke afstand van elkaar liggen.

P
>

3 2 -1 0 1 2 13 4
Z7

Bij elk geheel getal hoort een punt van de getallenas, maar niet omge-
keerd. Zo hoort bij bovenstaand punt P geen geheel getal.
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GETALLEN 2

‘ PRIEMGETALLEN

Voor a € Z en b € Zgy zeggen we dat b een gehele deler van a is als er een
geheel getal g bestaat waarvoor gb = a, in symbolen:

bla < dgqe€Z:gb=a

In dat geval noemen we a deelbaar door b. Anders schrijven we b 1 a.

Deelbaarheid door 0 blijft ongedefinieerd, zodat de schrijfwijzen O | a en
01 a beide geen betekenis hebben en dus zinloze uitspraken zijn.

Een priemgetal is een geheel getal dat precies vier gehele delers heeft.

Er geldt:

er zijn oneindig veel priemgetallen;

elk geheel getal ongelijk aan nul is een product van priemgetallen

en zo’n schrijfwijze wordt een ontbinding in priemfactoren genoemd.

Bij voorkeur plaatsen we eventuele mintekens voorop en rangschikken we
de positieve priemgetallen van klein naar groot.

VYoorbeelden

(a) —3 | 15 want er bestaat een g € Z zodat —3¢g = 15, nl. g = —5.
(b) De gehele delers van —15 zijn 1, —1, 3, —3,5, =5, 15 en —15.
(c)4]0

(d) 2, 3, —7 en 541 zijn priemgetallen.

(e) 0, 1, —4 en 2023 zijn geen priemgetallen.

(f) 75 =3-5-5=3-5% is een ontbinding in priemfactoren.

(g) —918 = —2-33.17 is een ontbinding in priemfactoren.
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GETALLEN 3

IRATIONALE GETALLEN IN BREUKVORM

Een rationaal getal is een breuk van twee gehele getallen, dus element van

Q=1{¢

p a,bEZenb;é()}.

Voorstelling met venndiagrammen:

Een rationaal getal voorstellen op de getallenas doe je door de breuk te
schrijven als de som van een geheel getal en een echte breuk: een breuk
met absolute waarde teller kleiner dan absolute waarde noemer.

5

Voorbeeld. Om = op een getallenas voor te stellen: schrijf - = 2+ 5

en verdeel het lijnstuk bepaald door 2 en 3 in zeven gelijke delen.

Bij elk rationaal getal hoort een punt van de getallenas, maar niet omge-
keerd. Zo hoort bij bovenstaand punt P geen rationaal getal.
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GETALLEN 4

LRATIONALE GETALLEN IN DECIMALE

VORM
Met behulp van de notatie
: 0,1 : 0,01 L 0,001 t
E— E— e = nz T
0" 100 1000 SHeovoo

kunnen we elk rationaal getal in decimale vorm schrijven. Dat proces kun
je ook uitvoeren met het schema van de staartdeling. Na de gehele deling
is de rest kleiner dan de deler b. Zetten we de staartdeling verder, dan zal
na hoogstens b — 1 stappen een eerdere rest verschijnen:

elk rationaal getal heeft een repeterende decimale vorm

De kortste herhaling van cijfers wordt de periode van die vorm genoemd.
Omgekeerd hoort bij elke repeterende decimale vorm een rationaal getal.

Voorbeelden

1 1
—2 — — =22
(a) +2 1O—|—5 100 5

1 1 1 1
b)-=3-—4+3- —+3-—— -=0,333...=0,3
)3 3 10+ 100+ 1000+ ’ ’

127 __
(c) ———= = —2,309090909... = —2,309 heeft periode 09.

1 -

(d) 7= 0,1428571428571...=0,142857 heeft periode 142 857.
9 _

(e) 1= 2,25000... = 2,250 = 2,25 heeft periode O.

(f) Als ¢ = 3,217 dan is 1000g — 10g = 3217,17 — 32,17 = 3185

3185 637
990 198"

dus g =
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GETALLEN B

REELE GETALLEN

Bij elk punt P op de getallenas hoort precies één reéel getal r en omge-
keerd hoort bij elk re€el getal r precies €én punt P op de getallenas.

Door elk lijnstuk tussen twee opeenvolgende gehele getallen in tien, hon-
derd, duizend. .. gelijke delen te verdelen (decimeren), kan elk reéel getal
voorgesteld worden als decimale vorm

r =aqp,ajaaszdy . ..
waarbij ag € Z en ay,a»,as,a4 etc. cijfers zijn, decimalen genoemd.

Anders gezegd: een reéel getal is een element van de verzameling van alle
decimale vormen:

R = {ag,a1aza3ay4 ... | ap € Z en ay,as,as,ay etc. zijn cijfers}.

Een niet-eindigende voortzetting van decimaal O laten we meestal weg.
Z0’n reéel getal heeft twee verschillende decimale vormen.

Voorbeelden
1
(2) 5 =0,50000...=0,5
(b) V2 =1,41421356....

(c) t=3,14159265358...

1

(d) 1=1,00000... en 1:3.g

=3-0,33333...=0,99999...
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GETALLEN 6

‘ IRRATIONALE GETALLEN

Een rationaal getal is een breuk van twee gehele getallen, en

elk rationaal getal heeft een repeterende decimale vorm

Een reéel getal behoort tot de verzameling van alle decimale vormen:
R = {ag,a1axa3ay4 ... | ay € Z en ay,as, a3, aq etc. zijn cijfers}.

Een irrationaal getal is een re€el getal dat geen rationaal getal is:

elk irrationaal getal heeft een niet-repeterende decimale vorm

Voorstelling met venndiagrammen:

Voorbeelden
(a) C10=0,123456789101112... e R\ Q

(b) V2 =1,41421356... c R\ Q

© 665857
470832

(d) w=3,14159265358... e R\ Q

—1,41421356...€Q

De reéle getallen (a) de constante van Champerowne, (b) de positieve vierkantswortel
van twee, (c) een rationale benad. van v/2 en (d) de cirkelconstante pi.
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GETALLEN /

‘ BEGRENSDE INTERVALLEN

Een interval is een bijzondere deelverzameling van R. Door re€le getallen
voor te stellen op de getallenas, kunnen we ook intervallen visualiseren.

Hieronder beschrijven we de begrensde intervallen (a,b € R met a < D).

Open interval |a,b| is de verzameling van alle re€le getallen tussen a
en b:

la,b|={x€R|a<x<b}

Ja,b|
| | A o~
[ [ %4 \
0 1 a b R

Halfopen interval |a,b| is de verzameling van alle re€le getallen tussen a
en b, met a erbij:

la,b|={xeR|a<x<b}

la,b|
| | o o

0 1 a b R

De omschrijving voor het halfopen interval |a, b| is analoog.

Gesloten interval [a,b] is de verzameling van alle reéle getallen tussen a
en b, met a en b erbij:

la,b] ={xeR|a<x<b}

ja, b]
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GETALLEN 8

‘ ONBEGRENSDE INTERVALLEN

Om ook onbegrensde intervallen te noteren, gebruiken we de symbolen
+o0 en —oo, lees als plus oneindig en min oneindig. Die symbolen zijn
geen getallen. Voor elk reéel getal a spreken we af dat —oo < a < oo,

Open interval |a,+<o| is de verzameling van re€le getallen groter dan a:

Ja,4oo[={x€R|a<x}

I I ]a7+00[

0 1

De omschrijving voor het open interval |—eo, a| is analoog.

X O

Halfopen interval [a,+oo[ is de verzameling van alle re€le getallen groter
dan of gelijk aan a:

[a,+o[={x€R|a<x}

a, =+

| | ®
0 1 a R

De omschrijving voor het halfopen interval |—eo, a] is analoog.

Voor a = 0 worden deze onbegrensde intervallen ook als volgt genoteerd:

0,4+0[=RT ]0,+o0[ =RJ ]—o0,0]=R™ ]—o0,0[=R,

Het open interval | —oo, 40| is de verzameling van alle reéle getallen:

|—o0,4oo[={xeR} =R
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GETALLEN 9

‘ EXACTE WAARDE

Een decimale vorm van een reé€el getal r kan nooit helemaal opgeschreven

worden:
r =aqp,ajazaszd, . ..

Als na het laatst opgeschreven cijfer niet duidelijk is wat de volgende de-
cimalen zijn, noemen we de decimale vorm geen exacte waarde.

Soms kunnen we duidelijk maken wat de volgende decimalen zijn of hoe
die gevonden kunnen worden, bijvoorbeeld door een gegeven patroon in
de decimalen te communiceren, een bewerking te geven of gekende sym-
bolen te gebruiken. In dat geval spreken we van een exacte waarde.

Voorbeelden

(a) 2,29229... 1s geen exacte waarde

(b) 2,2922 is een exacte waarde

11T—+/17

(c) B a— 1s een exacte waarde, met decimale vorm 2,29229. ..
(d) 0,5 1s een exacte waarde
(e) 0,500... 1s geen exacte waarde

(f) 7 1s een exacte waarde

(g) 3,14...1s geen exacte waarde

(h) - 1s een exacte waarde

(1) 3, 14 is een exacte waarde
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GeTaLLEN 10

‘ AFGERONDE WAARDE

Een decimale vorm van een reé€el getal r kan nooit helemaal opgeschreven

worden:
r =aqp,ajazaszd, . ..

Als we slechts een eindig aantal decimalen behouden en beletselteken
“...” weglaten, spreken we over een afgeronde waarde:

> 1s de eerste decimaal die weggelaten wordt 0, 1, 2, 3 of 4, dan wijzigen
we het laatst opgeschreven decimaal niet;

> 1s de eerste decimaal die weggelaten wordt 5, 6, 7, 8 of 9, dan tellen
we bij het laatst opgeschreven decimaal 1 op.

Om aan te geven dat we afgerond hebben, vervangen we het symbool =
door =2, lees als: is ongeveer gelijk aan.

Is er een exacte waarde, dan kan een rekenmachine een afgeronde waarde
geven. Daarbij kan de laatste decimaal op het scherm zelf afgerond zijn.

Voorbeelden

1
(2) g =0,125%0,13

(b)yr~3,14 (11-J17).3

11—17
(€) ——5— ~2,292298125

11 —-+/17
(d) —3 = 2,29220812...

2.292298125

(c) Gebruiken we een computerrekenpakket, dan vinden we een meer nauwkeu-

rige afgeronde waarde: “%m ~ 2,29229812479411 zodat wel degelijk —”}ﬁ #*
2,292298125...
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GeTaLLEN 11

‘ WETENSCHAPPELIJKE NOTATIE

Sommige getallen zijn zo groot of hebben zoveel decimalen dat het on-
handig wordt om hen in decimale vorm op te schrijven, bijvoorbeeld

5720467000000000000000000 en 0,0000000061.
Voor zo’n getallen kunnen we de wetenschappelijke notatie gebruiken:
5,720467-10** en 6,1-107°.

Algemeen is een wetenschappelijke notatie van de vorm

a-10" metacRenm€cZ

We noemen a de significant en m de exponent. Als 1 < |a| < 10, dan
spreken we over de genormaliseerde wetenschappelijke vorm.

Rekenmachines en computers gebruiken vaak de E-notatie. Dat symbool
E lees je als maal tien tot de macht.

VYoorbeelden

(a) —60000 = —6- 10*

(b) 0,031 =3,1-10""

(c) 13000000 = 13-10° = 1,3-10’ e
(@) - = 1E-4=1-10"*=0,0001 ~0 sissor e T

10000 6.02%10°° ¢ oers
() 6, 02E23 =6,02-10% - 0000000
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BEWERKINGEN MET GETALLEN

VEELGEBRUIKTE SYMBOLEN

Bewerkingen met twee getallen

symbool lees als voorbeeld
+ plus I+1=2
— min 7T—2=5
maal 2:3=6
6
= gedeeld door 3= 2
+ plus of min Ofl==1
F min of plus —(F3) =43
ggd  de grootste positieve gemene deler ggd(—12,18) =6

kgv  het kleinste positieve gemene veelvoud kgv(—12,18) =36

Bewerkingen met meerdere getallen

symbool lees als voorbeeld
i 7  de som voor i gaande i l _ i l 1
van 1 tot n van telkens [ FERE PRI VR

i=1 =
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BEWERKINGEN MET GETALLEN

VEELGEBRUIKTE SYMBOLEN

Bewerkingen met een getal [ ]

symbool lees als, voorwaarde voorbeeld
—[  het tegengestelde van [ —(—=3)=3
0]  de absolute waarde van [ |—5]=5
1 het omgekeerde van [] 1 0.5
] met (] #£0 2
het omgekeerde van [ 1
—1 g v -1_ 21 _
= met (] #£ 0 2= 2 0,5
mg het kwadraat van [] 32=9
mk de derde macht van [ 23=38
de positieve vierkantswortel van [ B
Vo met J >0 Va=2
de negatieve vierkantswortel van [ .
-vH met (J >0 —Vad=—2
VO  de derdemachtswortel van [J V8 =2
=l de faculteit van [ A —1.2.3.4—24

met [ € Ny
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BEWERKINGEN MET GETALLEN 1

SOMMEN EN PRODUCTEN

Rekenregels voor optelling (a,b,c € R):

a+b=b—+a commutatief
(a+b)+c=a+ (b+c) associatief
a+0=a neutraal element
a+(—a)=0 invers element

Veelvoud van een getal (n € N en a € R):

n keer

Rekenregels voor vermenigvuldiging (a, b, c € R):

a-b=>b-a commutatief
(a-b)-c=a-(b-c) associatief
a-(b+c)=a-b+a-c distributief t.o.v. optelling
l-a=a neutraal element

0-a=0 opslorpend element

Uitwerken van haakjes doe je door rekenregels toe te passen.

Voorbeelden

(@) 7x+2(3x+5) =7x+6x+10=13x+ 10

(b) (2a+b)(c+3d) =2a(c+3d)+b(c+3d) =2ac+ 6ad + bc+3bd
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BEWERKINGEN MET GETALLEN 2

BREUKEN

Breuken zijn gelijk als en slechts als hun kruisproducten gelijk zijn:

a C

b= < ad = be

Breuk plus breuk: gelijknamig maken

a+c_a+c en a+c_a-d+b-c_ad+bc
b b b b d b-d bd  bd
Breuk of getal maal breuk: teller maal teller, noemer maal noemer
a ¢ ac on c a c ac
b'd  bd Y4714 d
Omgekeerde van breuk: teller en noemer verwisselen
1 1-b b
a a o 5
5 b?

Breuk gedeeld door breuk: breuk maal omgekeerde breuk

a a d
b _bec _ad_ad
< - E.i b ¢ bc
d d c
Voorbeelden
2 8 6 40 46 6 3x 18x 9.-2x (*) 9
(a)5+3 15+15 15 ()Sx 8 40x 20-2x — 20

Bij elke breuk wordt verondersteld dat de noemer verschillend is van nul.
(x) Zeg niet schrappen maar wel teller en noemer delen door 2x.
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BEWERKINGEN MET GETALLEN 3

TEKENREGELS
Tekenregels voor som, verschil en product:
a+(—b)=a—>b (—1)-a=—a
—(a+b)=—a—0>b (—=1)-a-b=—-a-b
—(a—b)=—a+Db (—a)-b=—a-b
—(—a+b)=a—->b a-(—b)=—a-b
—(—a—b)=a+Db (—a)-(=b)=a-b

Uitwerken van haakjes doe je door rekenregels toe te passen.
Voorbeelden

() 34— (—16) = 34+ 16 = 50
(b) (=12)-5=—12.5=—60
©) —(—p—qg+r)=p+q—r
(d) Tx—2(3x+5) =Tx—6x—10=x— 10

(e) 7x—2(3x—5)=Tx—6x+10=x+10
2 8 6 40 -34 34

DS 375 15715~ 15
()6 ( 3x)_6 —3x_—18x_ 18x_ 9
&5 \78) 5x 8  40x  40x 20
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BEWERKINGEN MET GETALLEN 4

VEREENVOUDIGEN VAN BREUKEN

Stappenplan vereenvoudigen van een breuk:

Stap 1. Eventuele breuken in teller en noemer wegwerken:
Teller en noemer vermengvuldigen met hetzelfde getal

Stap 2. Teller en noemer ontbinden in factoren

Stap 3. Gemeenschappelijke factoren wegdelen

Voorbeelden
6 2_6
(a)g— 326 10-36 26 213 () 2
1 16 42-3 39 3.13 = 3
7 2 7 2

a a a ab b

b+c7é5+z ac+1?£c+1
1 b d ab+1  b+1

et #

a,c a ¢ ac C

b d

Voorbeelden
1 1 1 1 2 2 2 1 24+1  1+1
1+17AT+T’ 1 17AT+T’ 2+17A1+1’ > 7
2 2

(x) Zeg niet schrappen maar wel teller en noemer delen door 13.

39



BEWERKINGEN MET GETALLEN 5

CIJFEREN

Optellen, aftrekken en vermenigvuldigen zonder rekenmachine kan vol-
gens de methodes die je in de lagere school hebt gezien.

Voorbeeld 1. De som 3548 + 12931 = 16479.

1 1 1
3548 3548 3548 3548 3548
12931 12931 12931 12931 12931
+ + + + +
.9 .79 .- 479 6479 16479

Voorbeeld 2. Het verschil 8197 — 3305 = 4892.

7 10 7 10 7 10
8197 8197 8197 8197 8197
3305 3305 3305 3305 3305
.2 .92 .92 892 4892

Voorbeeld 3. Het product 731 x 42 = 30702.

1 1 1
731 731 731 731
2 40 42 42
X X X X
1462 1462 1462
29240 29240 29240
+ +
----- 30702

Voorbeeld 4. Het cijferen hierboven leidt nu ook tot de berekening

731 42 731-42 30702
10 100 10-100 1000

73,1x 0,42 = = 30,702.
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BEWERKINGEN MET GETALLEN 6

Een deling uitvoeren kan met het schema van de staartdeling.

STAARTDELING

Dat schema kun je ook gebruiken om een rationaal getal in decimale vorm
te schrijven. Bij elke stap is de (voorlopige) rest telkens kleiner dan de
deler b, zodat na hoogstens b — 1 stappen een eerdere rest verschijnt:

elk rationaal getal heeft een repeterende decimale vorm

Voorbeeld 1. De deling 41717 : 13 = 3209.

41717 | 13 41717 [13 41717
I R E
2 27 27
26 26
1 1
~ 0
11

13
320

41717

_ 3
27

26
11
0

117
- 117

0

13
3209

127 __
Voorbeeld 2. Het rationaal getal — = 2,309090909... = 2,309.

55

127,000 | 55

~ 1o 2,309
170
165
50

0

500
495

5
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BEWERKINGEN MET GETALLEN 7

‘_KENMERKEN VAN DEELBAARHEID

Om na te gaan of een geheel getal deelbaar is door 2, 3, 5, 9, 10 of 11,
kun je de volgende kenmerken van deelbaarheid gebruiken (a € Zy):

2 | a als het laatste cijfer even is

3 |a als de som van de cijfers een veelvoud van 3 is
5| a als het laatste cijfer 0 of 5 is

9| a als de som van de cijfers een veelvoud van 9 is

10| a als het laatste cijfer O is

11 |a als de alternerende som van de cijfers een veelvoud van 11 is

Voor een kenmerk van deelbaarheid door 7 noemen we L het laatste cijfer
van a:

a—L

7| a als het getal — 2L een veelvoud van 7 is

Voorbeelden

(2) 3| 882 want 8 +8+2=18en 3|18
(b) 9182731 want8+2+7+3+1=21en9121
(c) 11]2024 want2—-0+2—4=0en 110

(d) 11199909 want9 —9+9—-0+9=18en 11118

3689 -9

73689 t
(e) 7| wan T

—2.9=350en7 | 350
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BEWERKINGEN MET GETALLEN 8

ONTBINDEN IN PRIEMFACTOREN

Om een geheel getal a # 0 te ontbinden in priemfactoren, overlopen we
de positieve priemgetallen 2, 3, 5, 7, 11 etc. tot we een deler van a vinden.
Daarna herhalen we dit proces met het quotiént, etc.

Nagaan of een geheel getal deelbaar is door een priemgetal kan met ken-
merken van deelbaarheid of met het schema van de staartdeling. Je kan
ook gebruik maken van de lijst van priemgetallen op pagina 134.

Zijn a,b € Zy, dan noteren we hun grootste positieve gemene deler als
ggd(a,b) en hun Kkleinste positieve gemene veelvoud als kgv(a,b).
Als ggd(a,b) = 1, dan worden a en b onderling ondeelbaar genoemd.

Ggd en kgv kun je bepalen door a en b te ontbinden in priemfactoren en de
kleinste resp. grootste exponenten van gelijke priemfactoren te behouden.
Bijgevolg is

ggd(a,b) -kgv(a,b) =a-b

Voorbeelden

(2)918=12-33-17  (b)2541=3-7-112 (c) =776 = —-23.97

schema: 918 | 2 schema: 2541 3 schema: —776| 2
459 3 847 | 7 —388| 2
153] 3 121 |11 —1941| 2
51 | 3 11 |11 —97 197
17 |17 1 —1
1
(d) ged

(—18,24) = ggd(—2!-32,23.3) =21.31 =6
kgv(—18,24) =kgv(—2"-3%2,23.31) =23.32 =72
(e) ggd(105,75) = ggd(3!-51.71,31.52.70) = 31.51.70 — 15
kgv(105,75) = kgv(3!-5!.71 31.52.79) =31.52.71 = 525
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BEWERKINGEN MET GETALLEN 9

PROCENTEN

Om van een getal A een percentage p te nemen, ga je als volgt te werk:

p% van A is L5

100

Om bij een getal A een percentage p van dat getal op te tellen of af te
trekken, vinden we dus:

A plus p% van A is A+L-A:A(1+L)

100 100
: : p P
A A A——-A:A(l——)
min p% van A 1s 100 100
Voorbeelden
16
(a) 16% van 1400 is 100" 1400 =16-14 =224
. 15
(b) 120 vermeerderd met 15% 1s 120 - (1 +ﬁ) =120-1,15=138
: . 15
(c¢) 120 verminderd met 15% 1s 120 - (1 — ﬁ) = 120-0,85 =102

(d) Eerst 120 vermeerderen met 15%, en daarna dat getal nog eens
vermeerderen met 15% is uiteindelijk

120-1,15-1,15=120-1,15% = 158,7%.

(e) Eerst 100 verminderen met 20%, en daarna dat getal vermeerderen
met 20% is uiteindelijk

100-0,80-1,20=80-1,20 = 96.
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BEWERKINGEN MET GETALLEN 1 O

—

MACHTEN

Machten met grondtal a en exponent n of —n (a € R en n € N):

adt=a-a-...-a met n #£ 0
————
n keer
=1 met a # 0
a1 0
a’"=_ met a #

a’-a"=d""™"
% — "
a
(a-b)"=d"-b"
a\" a"
(5) =

Voorbeelden
@ 8x° B 8x° B 8x A
1065 —6x2  10x2-x3 —6x2  2x2(5x3—3) 5x3-3
2
(b) (5p3q) X 3pq5 _ 25p6q2 ) 3p1q5 _ Ep6+1—9q2+5 _ 25q7
6p° 6p° 6 2 p?

De uitdrukking 0 is een zogenaamde onbepaaldheid (leerstof derde graad).
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BEWERKINGEN MET GETALLEN 11

—

ABSOLUTE WAARDE

Is x € R met punt P op getallenas, dan is de absolute waarde van x:

|x| = de afstand tussen de punten P en O op de getallenas

Als x > 0 dan i1s de afstand van P tot O precies gelijk aan x, en
als x < 0 dan is de afstand van P tot O precies gelijk aan —x.

x x alsx>0
x:
—x alsx<0

Is ook y een re€el getal met bijbehorend punt Q op de getallenas, dan is

lx —y| = de afstand tussen de punten P en Q op de getallenas

Voorbeelden
0 P
(a) | | ¢ | | ¢
2 -1 0 1 2 3 R
3] =
P 0
(b) ¢ | ¢ | | |
2 -1 0 1 2 3 R
-2 =—(-2)
P 0
(c) | ® | | ¢ |
2 -1 0 1 2 3 R




BEWERKINGEN MET GETALLEN 1 2

—

VIERKANTSWORTELS

De positieve vierkantswortel van a € R is het positief reéel getal b waar-
van het kwadraat gelijk is aan a. Dat getal noteren we met /a, lees als:
de positieve vierkantswortel van a.

Ja=b < a=b> en b>0

Het tegengestelde van de positieve vierkantwortel van a is gelijk aan
—\/a, lees als: de negatieve vierkantswortel van a. Elk positief getal
heeft dus twee vierkantwortels. De notatie +/a is enkel zinvol als a € R,

*=a & x=+a of x=—va| zodat | \x2=

Rekenregels voor vierkantswortels (a,b,c € RT enn € N):

(Va)*=a Vab=a-vb
o G
Va' = (va) Va-t

In het algemeen is

Va+b+#a+Vb

Voorbeelden

(a) V16 =4 want 16=42 en 4>0

b) x> =16 & x=/16=4 of x=—/16=—4
(c) vV/—16=/ (bestaat niet, niet zinvol)

(d) V9+16#V9++/16 want 5+#3+4
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BEWERKINGEN MET GETALLEN 1 3

—

VEREENVOUDIGEN VAN
VIERKANTSWORTELS

Stappenplan vereenvoudigen van vierkantswortels:

Stap 1. Het grootste kwadraat afzonderen
Bij grotere getallen ontbind je eerst in (priem)factoren

Stap 2. Pas de rekenregels voor vierkantswortels toe

Je kan ook gebruik maken van de lijst van kwadraten op pagina 135.

Voorbeelden

(a) V45 =v32.5=32./5=35

(b) V3136 = v/26.72 =23.7 = 56

(¢) V196 =142 =14 en /=196 = /  (bestaat niet, niet zinvol)
) V12—v192=+22.3-126.3=2./3-23./3=—-6\3
) V8-vV6=+8-6=v23.2.3=124.3=22.\/3=4/3

(f)6\/§_ 6vV3 ~ 6V3  6V3 2
V675 V3352 3.5.4/3 15V3 5

(g) Als x € RT dan is vx2 = .

(h) Als a,b € R* dan is Va®b? = Vadb? - v ab = a*b/ab.

(i) Als x € R dan is Vx2 = |x| en Vx* = x| =X,
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BEWERKINGEN MET GETALLEN 14

—

NOEMER WORTELVRI]J] MAKEN

Bij een breuk waarvan de noemer een vierkantswortel is, kun je die wortel
verdrijven door de teller en noemer met de noemer te vermenigvuldigen:

a a \/Z B a\/l;
vb Vb Vb b
Ook als de noemer bestaat uit twee termen die één of meerdere vierkants-
wortels bevatten, kun je de noemer wortelvrij maken door de teller en

noemer met de toegevoegde tweeterm van de noemer te vermenigvuldi-
gen:

a a Vb—c _ da (\/Z —C )
Vb+c Vb+c Vb—c b—c?
Een noemer wortelvrij maken hoef je alleen te doen als dat expliciet ge-

vraagd wordt. Dat is ook zinvol als de nieuwe uitdrukking beduidend
eenvoudiger is dan de opgave.

Voorbeelden

2 2 V2 22
ff\fzf

o3 3 VI3V 37
5V 5v1 V7 57 35

11 V21 V21 o

C) \/i—l—l_ﬂ—i—l.ﬂ—l_ 51 V2 -1 (eenvoudiger)
g 8(VI+v13) 8(V7+VI3) 4(V1+v13)
Vi-vio o 7-13 =6 3

(eenvoudiger)

(d)
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BEWERKINGEN MET GETALLEN 1 5

—

DERDEMACHTSWORTELS

De derdemachtswortel van a € R is het re€el getal b waarvan de derde
macht gelijk is aan a. Dat getal noteren we met /a, lees als: de derde-
machtswortel van a.

Ja=b < a=b

Elk reéel getal heeft dus één derdemachtswortel.

C=a o x=/a zodat \3/;:)6

Rekenregels voor derdemachtswortels (a,b,c € R met ¢ # 0 en n € N):

Y _a=—a
In het algemeen is
Va+b#£ a+ Vb

Voorbeelden
(a) V/8=2 want 8=23 en +/-8=-2 want —8=(-2)3
b)x*=8 & x=v8=2
(c) V-8=—V8=-2
d) VI+1#V1+/1 want V2 #2
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BEWERKINGEN MET GETALLEN 1 6

—

VEREENVOUDIGEN VAN
DERDEMACHTSWORTELS

Stappenplan vereenvoudigen van derdemachtswortels:

Stap 1. De grootste derde macht afzonderen
Bij grotere getallen ontbind je eerst in (priem)factoren

Stap 2. Pas de rekenregels voor derdemachtswortels toe

Je kan ook gebruik maken van de lijst van derde machten op pagina 135.

Voorbeelden
(@) V24=v8-3=+v8-V3=2V3
(b) v/—135=-V135=-v33.5=—V33.9/5=-35
() V384 = V2T 3=v20-213=1/(22) V23=2*V6=476
(d) V2000 = v24.53 = v/23.53. 92 =2-5-V2=10V2
(e) v2000 = V103 -2 =v103-v/2=10-v2
(f) V1728 = v/26.33 =22.3 =12
(g) V-343= /(-7 =-7
(h) Als x € R, dan is V/x3 = x.
(i) Voor a,b € R is

Val5p8 = Val> - b6 b2 = v/ (a5b2)’ - Vb2 = &’ - Vb2
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BEWERKINGEN MET GETALLEN 17

—

MERKWAARDIGE PRODUCTEN:
KWADRATEN

Voor a,b € R stellen we vast dat
(a+b)(a+b) =a*+ab+ba+b* = a* + 2ab+ b*.

De term 2ab noemen we dubbel product. Op deze manier vinden we

(a+b)* =a*+2ab+b*>  kwadraat van een som
(a—b)> =a*—2ab+b*  kwadraat van een verschil

(a—b)(a+b)=a*—b*>  product van twee toegevoegde termen

Voorbeelden

(a) 98- 102 = (100 —2)(100 4 2) = 100? — 2% = 10000 — 4 = 9996

o (5-3)(5+3) -6 -G)

9 4 81 100 19

T 25 9 225 225 225
©) (V2+v3)?=24+2vV2-V3+3=5+2V6

(d) (=3x+5)% = (5—3x)2 =25 — 30x + 9x?
0 (35-3) (42) = (35-3) (3ov3) = s

Het bijvoegelijk naamwoord merkwaardig betekent in deze context niet zozeer eigen-
aardig, maar wel noemenswaardig of het opmerken waard.
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BEWERKINGEN MET GETALLEN 1 8j

MERKWAARDIGE PRODUCTEN: DERDE
MACHTEN

Voor a,b € R stellen we vast dat

(a+b)*(a+b) = (a*+2ab+b*)(a+Db)
= &> +a’b+2a*b + 2ab* + ab® + b°

=a’+3a°b+3ab’> + 1.
Op deze manier vinden we
(a+b)* =a® +3a°b+ 3ab® + b° derde macht van een som
(a—b)* =a® —3a°b+3ab® — b° derde macht van een verschil

Voorbeelden
@ (V5+92) = (V5) +3-(V5) - V2+3-5-(V2) +(¥2)
=54+3V25-V2+3V5-V4+2

3

— 743 (\3/50 4 \3/20)
4 374 \? 4 \? 4
® (3e-2) = (5+) -3 (51) 24350222

64 , 16 , 4

— 6. — c— 4y —

27x 6 9x +3 3 x—8

64 32

:ﬁx3—?x2+16x—8
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BEWERKINGEN MET GETALLEN 1 9

—

SOMMATIETEKEN

Een som waarbij de termen een patroon vertonen, kun je beknopt opschrij-
ven met behulp van het sommatieteken X, zoals

n
Z ] lees als: de som voor i gaande van 1 tot n van telkens [
i=1

Hierbij staat [] voor een uitdrukking met getallen en bewerkingen, waarin
ook de variabele i voorkomt. De letter n stelt een natuurlijk getal voor dat
groter 1s dan nul.

De bedoeling is dan dat je eerst [1 opschrijft met i = 1 (startgetal) inge-
vuld, en dit optelt met [] waarbij i = 2 is ingevuld, etc. Je eindigt met het
optellen van [] waarbij i = n (stopgetal) is ingevuld.

De variabele i wordt ook wel de sommatie-index genoemd. De naam van
die variabele is onbelangrijk, je kan dus ook een andere letter gebruiken.

Je kan als startgetal ook een geheel getal verschillend van 1 nemen, op
voorwaarde dat het startgetal kleiner dan of gelijk aan het stopgetal n is.

Voorbeelden

5
(@) 7 =1"42"+3"+4"+5>=55
=1

1=

4
1 1 1 1 1 248
b)Y ——=-+-+-+-=-—
();21'4—1 37577797315
10 10
(©) 24448+ 41024 =2"+224+2> ... 4210 =} 2/ =} 2F
1000 =1 k=l

(d) Y ax=asi+asy+as3+---+aion
k=51
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BEWERKINGEN MET GETALLEN 20

—

FACULTEIT

De faculteit van een natuurlijk getal n € Ny is het product van alle natuur-
lijke getallen van 1 tot en met n. Dat product noteren we met n!, lees als:
n-faculteit. Bij afspraak is de faculteit van O gelijk aan 1.

n'=1-2.3....(n—1)-n
0'=1

De faculteit van n neemt sterk toe. Zo is 100! al een getal met 158 cijfers.

Vereenvoudigen van uitdrukkingen kan door faculteiten uit te schrijven.
Voorbeelden

(@6!=1-2-3-4.5-6 =720
(b) 1'=1

c)(n+1)-n'=(m+1)-1-2-3...(n—1)-n
—1-2:3...(n—1)-n-(n+1)

= (n+1)!
100! 1-2-3...97-98-99-100
d = =99-100 = 9900
@) 98! 1-2.3...98 7 &

nl 1-2.3...(p—1)-p-(p+1)-(p+2)...(n—1)-n
p! 1-2.3...(p—1)-p

=(p+1)-(p+2)...(n—1)-n

Met een computerrekenpakket vind je dat 100! =93 326 215 443 944 152 681 699 238
856 266 700 490 715 968 264 381 621 468 592 963 895 217 599 993 229 915 608 941
463 976 156 518 286 253 697 920 827 223 758 251 185 210 916 864 000 000 000 000
000 000 000 000.
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ONTBINDEN IN FACTOREN 1

AFZONDEREN

Ontbind in factoren wil zeggen: schrijf als een product.

Strategie ontbinden in factoren:

gemeenschappelijke factoren afzonderen
ab+ac =a(b+c)

ab+ac+ad =a(b+c+d)
ab+ac+ad+ae=a(b+c+d+e)

VYoorbeelden

(a) ax+2ay = a(x+2y)

(b) —10x+ 25y = 5(—2x+5y) = —5(2x — 5y)
(c) 6a*b — 15ab* = 3ab(2a — 5b)

(d) 18p°q+6p°q> = 6p°q(3p+q)

(e) x*> —3x 4 5x* = x*(1 — 3x + 5x?)

O K(1+i)+K(1+i)i=K(1+i)-1+K(14i)-i
(1+)(1+1)
2

K I
K(1+i)
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ONTBINDEN IN FACTOREN 2

PRODUCTEN HERKENNEN:
KWADRATEN

Strategie ontbinden in factoren (vervolg):

merkwaardige producten herkennen
verschil kwadraten a’ —b*=(a—b)(a+D)
volkomen kwadraat a’+2ab+b* = (a+b)?
volkomen kwadraat a* —2ab+b* = (a—b)?
Voorbeelden

(a) x> =25 = (x—5)(x+5)

(b) sz—lz (%x—l) (%x+1>

©) 2x2—1:1(9x2—4):

: ; (3x—2)(3x+2)

B

(d) x* —25 = (x*)2 =25
(x> =5)(x* +5)
(x = V5)(x+V5)(x* +5)

(e) 1+2v2x+2x% = (1++/2x)?

(f) 4x2 — 12x+9 = (2x)* = 2-2x -3 + 32
= (2x—3)?
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ONTBINDEN IN FACTOREN 3

PRODUCTEN HERKENNEN: DERDE

MACHTEN
Strategie ontbinden in factoren (vervolg):
merkwaardige producten herkennen
som derde machten @+ b = (a+b)(a* —ab+b?)
verschil derde machten a® — b’ = (a—b)(a* +ab+b?)
volkomen derde macht a® +3a*b+ 3ab* +b> = (a+b)°
volkomen derde macht a’ —3a’b+3ab® — b = (a—b)’

Voorbeelden
@x+1=x+1)x*—x+1)
b) x> —8 = (x—2)(x* +2x+4)
©)x =32 +3x—1=(x—1)°

(d)8p® —27¢° = (2p)* — (3¢%)°
= (2p—34*)- <(2p)2 +2p-3¢* + (3q2)2)

= (2p—34%)(4p*> +6pq” +94*)
Controle door uitwerken:
(2p —34%)(4p* +6pq° +9¢")
= 8p3 + 12p2q2 + 18pq4 — 12]92q2 — 18pq4 — 27q6

|

= 8p3 — 27q6.
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ONTBINDEN IN FACTOREN 4

GROEPEREN

Strategie ontbinden in factoren (vervolg):

twee aan twee groeperen
ax+bx+ay+by=a(lx+y)+b(x+y)
= (a+Db)(x+Yy)
drie aan €én groeperen

a*+2ab+b*—c* = (a+b)* —
:(a+b—c)(a+b+c)

Voorbeelden
@ x> +x*—3x—3 =x*(x+1)=3(x+1)
= (x> =3)(x+1)
= (x—V3)(x+V3)(x+1)
b) = +x2+9x—9 =x*(—x+1)+9(x—1)
P (=x+1)=9(—x+1)
(—x+1)(x*—9)
=(1—x)(x—3)(x+3)
C)x* —6x+5 =x*—6x+9—4
= (x—3)*—4
=x—3-2)(x—3+4+2)
=(x—=5)(x—1)
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ONTBINDEN IN FACTOREN 5

KWADRATISCHE VEELTERM

Strategie ontbinden in factoren (vervolg):

kwadratische veelterm D > 0 met nulwaarden x; en x»
ax® +bx+c = a(x—x1)(x—x2)
kwadratische veelterm D = 0 met nulwaarde x;

ax> +bx+c=a(x—x;)?

Voorbeelden

(a) V2x> —4x+2V2

D = b* —4dac

= (—4)?2—4-v/2-24/2=0
b (-4 2 2 .ﬂ_zﬁ_ﬁ
20 22 V2 V22 2
zodat V2x* —4x+2v2 = V2(x — V2)?

X1 =

(b) 16x° — 72x* + 64x> = 8x>(2x* — 9x+ 8)

D = b* —4dac
:(—9)2—4-2-8:17>O

e 9tV 9—V17
=8x -2 x— 1 X — 1

¥ (4x— (9+V17)) (4x— (9—/17))
X <4x—9—\/ﬁ> (4x—9—|—\/ﬁ)
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ANALYTISCHE MEETKUNDE

VEELGEBRUIKTE SYMBOLEN

Assenstelsels en grafieken

Oxy
A,B,PQ,...
AB
a,b,p,q,...
C(M,r)
G:LI=A
PeG
PZG

assenstelsel met oorsprong O en getallenassen x en y
punten

het lijnstuk bepaald door de punten A en B

rechten

de cirkel met middelpunt M en straal r

de grafiek G met als vergelijking [1 = A

punt P behoort tot/ligt op de grafiek G

punt P behoort niet tot/ligt niet op de grafiek G
volle bol: het punt behoort nog net tot de grafiek
holle bol: het punt behoort net niet tot de grafiek

Coordinaten en kenmerken van punten en rechten

P(a,b)
co(P) = (a,b)
a// b
a /b
alb
atb
AB
d(A,B)
d(P,r)

punt P met codrdinaat (a,b)

de coordinaat van punt P is gelijk aan (a,b)

de richtingscoéfficiént (kortweg rico) van de rechte a
de rechte a is evenwijdig met de rechte b

de rechte a is niet evenwijdig met de rechte b

de rechte a staat loodrecht op de rechte b

de rechte a staat niet loodrecht op de rechte b

lengte van het lijnstuk bepaald door punten A en B
de afstand tussen de punten A en B

de afstand tussen het punt P en de rechte r
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ANALYTISCHE MEETKUNDE 1

ASSENSTELSELS

Een (orthogonaal) assenstelsel Oxy bestaat uit twee getallenassen die lood-
recht op elkaar staan, de x-as en de y-as, die elkaar snijden in de oorsprong
0. Als de ijk op de x-as en de y-as dezelfde is, dan spreken we ook wel
over een orthonormaal assenstelsel.

Y
P(a,b)
b ———— L4
T
: |
0 1 a X

Elk punt P in het vlak is volledig bepaald door een koppel reéle getallen
(a,b), dat we de coordinaat van P noemen en als volgt noteren:

P(a,b) of co(P)=(a,b)

Hierbij noemen we a de x-codrdinaat (of abscis) van P en noemen we b

de y-coordinaat (of ordinaat) van P.
AV

Voorbeeld. Voorstelling van de punten - P
P, O, R en S in nevenstaand assenstelsel, °
waarbij ‘Q )
co(P) = (1,2)
X
co(Q) = (~2,1) -
R
co(R) = (2,-1) o
co(S) = (—1,-2).
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ANALYTISCHE MEETKUNDE 2

GRAFIEKEN EN VERGELIJKINGEN

Een grafiek is een verzameling van punten in het vlak. Eenvoudige voor-
beelden van grafieken zijn punten, rechten, halfrechten, lijnstukken, drie-
hoeken, cirkels en parabolen.

Een vergelijking van een grafiek G is een uitdrukking van de vorm

G:O=A

waarbij [J en A bestaan uit bewerkingen met getallen en met de letters
x en y, zodat een punt P van het vlak tot de grafiek behoort precies als
co(P) = (a,b) voldoet aan de vergelijking [] = /A: vervangen we in [ en
A\ elke x door a en elke y door b, dan geldt de gelijkheid.

Correct tekenen of schetsen van een grafiek in een assenstelsel houdt
goede communicatie in. Waar een grafiek (plaatselijk) stopt, tekenen we
ofwel een e ofwel een o. Dat beslissen we als volgt:

een volle bol e betekent: het punt behoort nog net tot de grafiek;
een holle bol o betekent: het punt behoort net niet tot de grafiek.

Als een grafiek het assenstelsel verlaat en we daar geen volle of holle bol
tekenen, maken we daarmee duidelijk dat de grafiek zich ook buiten het

assenstelsel voortzet op de manier die geinsinueerd wordt.
AV
Voorbeeld. In het assenstelsel hiernaast -

is een rechte a getekend, met vergelij-
king

SRy

a:2x—3y=1.

De coordinaten van punten P(—1,—1) e
en Q(3,0) voldoen aan de vergelijking 1
van a zodat P € aen Q € a. P

De codrdinaat van het punt R(3,2) vol-
doet niet aan de vergelijking dus R ¢ a.
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ANALYTISCHE MEETKUNDE 3

AFSTAND TUSSEN TWEE PUNTEN

Beschouw twee verschillende punten A(xy,y;) en B(xz,y2). Het lijnstuk
[AB] bestaat uit alle punten op de rechte AB, inclusief de randpunten A en
B. De lengte van [AB] noteren we met |AB|. We noemen dit ook wel de
afstand tussen de punten A en B, ook genoteerd als d(A, B).

Is C het punt met codrdinaat (x»,y;), dan is AABC rechthoekig in C.
De lengte van de ene rechthoekszijde is de absolute waarde van het ver-
schil van de x-coordinaten van A en B; bij de andere rechthoekszijde is
dat de absolute waarde van het verschil van de y-coordinaten.

y
B
N
ly2—y1]
V1
| bl |C
Ol x; X2 X

Uit de stelling van Pythagoras volgt nu dat

2
AB]> = |y —xi1)* + |y2 —yi|* = (£(x2—x1))"+ (£(2— 1))

zodat de afstand tussen de punten A en B gegeven wordt door

2

d(A,B) = \/(x2—x1)* + (y2— 1)’

Als A = B, dan is de afstand tussen A en B gewoon nul. Ook dan levert de
bovenstaande formule het gewenste resultaat.

Voorbeeld. Beschouw de punten P(3,—2) en Q(1,4). Dan is de afstand
tussen P en Q gelijk aan

d(P,0) = \/(1-3)*+ (4— (=2))> = \/(—2)2+ 62 = V40 = 2V/10.
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ANALYTISCHE MEETKUNDE 4

MIDDEN VAN EEN LIJNSTUK

Beschouw twee verschillende punten A(x1,y;) en B(xz,y2). Het midden
van het lijnstuk [AB] is het punt M dat op dezelfde afstand van punt A als
van punt B ligt, dus d(A,M) = d(M,B). Noem co(M) = (k,1).

y
B

N
[ F-—== VN

| I
Y1—A | :

|

| | |

Ol x1 k Xy X

Uit de stelling van Thales volgt nu dat (als x; # x3)

k — X1 ‘MA‘ 1
pr— i k— - — . PR
X2 — X1 ‘BA‘ Al 2 (XQ X1)

1
= kzi(xﬁ—xz).

Analoog redeneren geeft [, dus het midden M van lijnstuk [AB] is bepaald
door

X1+x2 y1+y2
CO(M)Z( 2 T 2 )

Je kan nagaan dat deze formule ook juist is als x; = x of y; = y>. Als
A = B, dan is het midden van A en B gewoon M = A = B. Ook dan levert
de bovenstaande formule het gewenste resultaat.

Voorbeeld. Beschouw de punten P(3,0) en Q(1,—+/2). Dan is de coor-
dinaat van het midden M van lijnstuk [PQ] gelijk aan

co(M) — (3;170+(;ﬂ)) _ (2*?)-
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ANALYTISCHE MEETKUNDE 5

VERGELIJKING VAN EEN RECHTE

Een rechte r heeft als vergelijking:

r:ax-+by=c waarbija,b,c €R en (a,b) # (0,0)

Eerste geval. Als b =~ 0 dan is de vergelijking van r te schrijven als

r:y=mx-+gq

Als x vermeerdert met 1, zal y vermeerderen met m. Dus m geeft aan of
rechte dalend (m < 0), horizontaal (m = 0) of stijgend (m > 0) is. We
noemen m dan ook de richtingscoéfficiént (of rico) van de rechte.

Hellingshoek o heeft een hoekwaarde tussen —90° en 90°, en tan @ = m.

m <0 m=20 m >0
—90° < a<0 o=0° 0<o<90°
y Y i
+m " q.
X
O N 0] X

Tweede geval. Als b = 0 dan is de vergelijking van r te schrijven als

r:x=p y, ”
Deze keer is de rechte verticaal, en bij zo’n
. . . (0.4
rechte is er geen rico (bestaat niet).
De hellingshoek o van de rechte is dan 90°. 0 p x
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ANALYTISCHE MEETKUNDE 6

RECHTE BEPAALD DOOR RICO EN PUNT
OF DOOR TWEE PUNTEN

Beschouw een rechte r : y = mx+ g met m,q € R. Als x met 1 vermeer-
dert, zal y met m = ricor vermeerderen.

Beschouw nu twee verschillende punten A(xy,y1) en B(x2,yz) op de rechte
r. Als we in punt A de x-waarde met x; — x| vermeerderen, moet de y-
waarde met y, — y; vermeerderen om punt B te verkrijgen.

Wegens gelijkvormige driehoeken is Y
. Y2—MN
=T1iCOt =
m =ricor - Vo
en de vergelijking van de rechte r is dan Y1
r:y—y=m(x—x) -
0

Voorbeelden
(a) Rechte r met rico m = 3 door punt A(—1,2) heeft vergelijking
r:y—2=3(x—(—1)) ofnog: r:y=3x+5.

(b) Voor de rechte a door punten P(5,3) en Q(20,—7) is
—7-3 —10 2

=5~ 15 ~ 3
zodat
2
a:y—3:—§(x—5) of nog: a:2x+3y=19.

Controle: nagaan of codrdinaten P en Q aan vergelijking voldoen:

2.54+3-3=19 en 2:20+3-(=7)=19.
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ANALYTISCHE MEETKUNDE 7

EVENWIJDIGE RECHTEN EN
LOODRECHTE STAND VAN RECHTEN

Beschouw niet-verticale rechten a en b, zodat hun rico’s bestaan. De
rechten a en b zijn evenwijdig als en slechts als hun rico’s gelijk zijn:

a//b < ricoa=ricob

De rechten a en b staan loodrecht op elkaar als en slechts het product van
hun rico’s gelijk is aan —1, in symbolen:

alb <& ricoa-ricob=—1

Als a of b een verticale rechte is, kan evenwijdigheid en loodrechte stand
bepaald worden door na te gaan of de andere rechte verticaal of horizon-
taal 1s.

Voorbeelden. Gegeven zijn de rechten

a:y=2x—38 b:6x—3y=>5 c:y=0,3
p:x+2y=nm q:\/gx:\/12y r:5x—3=0.

(a) ricoa =2 =ricobdusa // b
(b) ricoa = 2 en ricoc = 0 zodat ricoa # ricoc, dus a /# ¢
) : 1 ) :
(c) ricoa=2enricop = ) zodat ricoa - ricop = —1,dusa L p

: : 1 : :
(d) ricoa =2 enricog = > zodat ricoa - ricog # —1,dusa [ g
(e) c is horizontaal en r is verticaal dus ¢ # renc L r

(f) ricoa =2 =ricoa dus a // a, enricoa - ricoa# —1 dusa [ a
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ANALYTISCHE MEETKUNDE 8

AFSTAND VAN PUNT TOT RECHTE

De afstand van een punt P tot een rechte r is de kortste afstand tussen
punt P en een willekeurig punt A van rechte r. Die afstand noteren we
met d(P,r). Noem Q het voetpunt van de loodlijn [ uit P op r. Dan is

VAer:d(PA)>d(PQ).
Hieruit volgt dat d(P,r) = d(P, Q). riax+by=c

Als co(P) = (x1,y1) enr:ax+by=cdanis
de afstand van het punt P tot de rechte r

lax| + by — ¢
d(Pr)=
(B.r) Va?+b?
Voorbeelden
(a) De afstand van punt P(5,2) tot rechte r : 3x+ 4y = 24 is
3-54+4.-2-24 —1 1
a5 1

V3214 V25 S
(b) De afstand van punt A(—4,7) tot rechte p : v/3x+5=01s

- ’\@-(—4)+0-7+5‘ B ’5—4@ RENG

d(A,p) = N 5 L

(c) De afstand van punt B(—8,27) tot rechte g : y = —%x — 1, te her-
schrijven als g : 7x+ 2y = —2, is gelijk aan

C7-(=8)+2-27+2] |0

d(B,q) = —0.
(B:9) V717422 V53
Dat wil zeggen dat B € ¢. En inderdaad: 27 = —% (—8)—1.
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ANALYTISCHE MEETKUNDE 9

LVERGELIJKING VAN EEN PARABOOL

Beschouw een punt 7'(k,[) en a € Ry. De parabool P met verticale sym-
metrieas x = k, top T en openingscoéfficient a heeft als vergelijking

P:y—Il=a(x—k)*

Door (x — k)? uit te werken, kun je deze vergelijking herschrijven:

b
P:y=ax’*+bx+c waarbij k=—-—en [ = f(k)
a

Als a < 0 dan is P een bergparabool; als a > 0 dan is P een dalparabool.

a<0 of a>0

T (k,0)!

+4a

P

Je kan de ligging van P ten opzichte van de x-as weten door de vergelij-
king ax® + bx + ¢ = 0 op te lossen. Bereken discriminant D = b — 4ac.

. . b
> D > 0: twee snijpunten met x-as, symmetrisch t.o.v. x = ——;

2a
b

> D = 0: één snijpunt met x-as (rakend), gelegen op x = 5.3

> D < 0: geen snijpunten met x-as, parabool ligt onder of boven x-as.
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ANALYTISCHE MEETKUNDE 10

VERGELIJKING VAN EEN CIRKEL

Beschouw een punt M(a,b) en r € RJ. De cirkel met middelpunt M en
straal r is de verzameling van alle punten P die op afstand » van punt M
liggen. We noteren die cirkel met C(M, r) of kortweg C.

Is P(x,y) een willekeurig punt, dan volgt uit de formule voor de afstand
tussen twee punten:

PecC Yy C
P
< dM,P)=r b
& \/x a)?+(y—>b)? =
| .
& (x—a)*+(-b)?=r 0] a X

Dus de vergelijking van de cirkel met middelpunt M(a,b) en straal r is

C:(x—a)P+(y—>b)y*=r*

Voorbeelden
(a) Vergelijking van de cirkel met middelpunt M (4, —3) en straal 5:
C:(x—4) "+ (y+3)*=25.
Als co(P) = (1,—7), danis P € C want (1 —4)% + (=7 +3)? =25
(b) Grafiek G : x> +y? +2x — 6y +5 = 0 is een cirkel want
P4y +2x—6y+5=0
& PH2x 1+ 12174y =2y 343°-3245=0
(v+1)2 o
& (x+1)P+(-3)7°=5

is vergelijking van cirkel met middelpunt M(—1,3) en straal v/5.
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GONIOMETRIE

VEELGEBRUIKTE SYMBOLEN

Hoeken en georiénteerde hoeken

de hoek begrensd door halfrechten [AB en [AC met B
en C in volgorde van tegenwijzerzin rond A genoteerd

een hoek bepaald door twee rechten snijdend in punt A

de binnenhoek van een driechoek in hoekpunt A

een hoek of een georiénteerde hoek, naargelang context
de tegengestelde hoek van de georiénteerde hoek o

de supplementaire hoek van de georiénteerde hoek o

de complementaire hoek van de georiénteerde hoek o

Hoekwaarden in graden

n

(boog)graden 1° is een 360ste deel van een cirkel
(boog)minuten 1’ is een 60ste deel van een graad
(boog)seconden 1” is een 60ste deel van een minuut

Goniometrische getallen van (georiénteerde) hoeken

sin O
cos &
tan o
cotox

de sinus van de (georiénteerde) hoek o
de cosinus van de (georiénteerde) hoek o
de tangens van de (georiénteerde) hoek o

de cotangens van de (georiénteerde) hoek o
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GONIOMETRIE |

HOEKEN

Een hoek is een vlakdeel begrensd door twee halfrechten met hetzelfde
beginpunt. Het vlakdeel in kwestie wordt aangeduid met een boog.

Twee verschillende halfrechten met hetzelfde beginpunt A bepalen twee
vlakdelen en dus twee hoeken. Ligt B op de ene halfrechte en C op de
andere, dan kun je de twee hoeken met BAC en CAB noteren.

Om in het vlak het onderscheid tussen die twee hoeken te maken, spreken
we af dat in het bedoelde vlakdeel de letters steeds in volgorde van
tegenwijzerzin rond A worden genoteerd.

C A

CAB
Twee snijdende rechten bepalen vier vlakdelen en dus vier hoeken. Die
hoeken kunnen aangeduid worden met een cijfer: Ay, A, etc.

Werken we in een drichoek ABC, dan bedoelen we met de (binnen)hoek
A steeds het vlakdeel waarin de driehoek ligt.

A A
A B

Hoeken worden ook vaak met een Griekse letter genoteerd: «, 3 etc.
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GONIOMETRIE 2

HOEKEN METEN IN GRADEN

Je kan een hoek meten in (boog)graden, waarbij 1 graad staat voor een
360ste deel van een volledige cirkel. Verder heeft 1 graad 60 (boog)minuten
en 1 minuut heeft 60 (boog)seconden. Het resultaat noemen we een
(hoek)waarde in graden van de hoek. Om die hoekwaarde in graden bjj
benadering te kennen, kun je een gradenboog gebruiken.

Bij elke hoek ligt de hoekwaarde tussen 0° en 360° of is de hoekwaarde
gelijk aan 360° (samenvallende halfrechten). Twee hoeken zijn gelijk als
ze dezelfde waarde in graden hebben.

Ligt de hoekwaarde tussen 0° en 90°, dan spreken we van een scherpe
hoek. Als ze tussen 90° en 180° ligt, hebben we een stompe hoek.

De rechte hoek meet 90°, de gestrekte hoek 180°, de volle hoek 360°.

Voorbeeld 1. Als o een hoek is met hoekwaarde 31 graden, 53 minuten
en 7 seconden, dan schrijven we o = 31°53’7”. Dat kan ook met een
decimale vorm in graden worden uitgedrukt:

53 7 \°
:31053’7”:(31 2> —) — (31.885277...)°.
« +%0 T 3600) =G )

Voorbeeld 2. In onderstaande drichoek is A ~~ 125°. De binnenhoek A is
dus een stompe hoek.
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GONIOMETRIE 3

LGONIOMETRISCHE GETALLEN VAN
SCHERPE HOEKEN

Voor elke scherpe hoek & kunnen we een driehoek ABC tekenen die recht-
hoekig is in C en waarbij ox = A.

De goniometrische getallen sinus, cosinus en tangens van ¢ zijn

Gin o overstaande rechthoekszijde a B
1 _ _= —
schuine zijde c
cos g — aanliggende .rech?loekszude _ é . C
schuine zijde c
overstaande rechthoekszijde a L o
tano = : = ©
aanliggende rechthoekszijde b C b A

De cotangens van « is het omgekeerde van de tangens van «.
Uit deze definities volgt meteen dat

sin & 1 CcCoS (X
en coto = =

tano = = —
Cos & tanox  simno

Voorbeeld. De scherpe hoek o¢ = 45° is een binnenhoek van AABC.

cos45° =

a 1
tan45° =—-—=—-=1
an > =1

De eerste letters in de verhoudingen voor sinus, cosinus en tangens geven het ezelsbrug-
getje soscastoa.
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GONIOMETRIE 4

SINUS, COSINUS EN TANGENS VAN
ENKELE SCHERPE HOEKEN

De volgende tabel geeft de exacte waarden voor de sinus, cosinus en tan-
gens van de veelvoorkomende scherpe hoeken 30°, 45° en 60°.

a 30° 45° 60°
sin O l Q ﬁ
2 2 2
cos ﬁ Q l
2 2 2
tan o L 1 \@
V3

Voorbeeld. Beschouw de gelijkzijdige AABD met ¢ = 2. Als 2a = ¢, dan
is a = 1. Uit de stelling van Pythagoras volgt dat » = v/3. Nu is AABC
rechthoekig met binnenhoeken o = 30° en B = 60°.

a 1
in30°=—-=—
sin ~=3
cos3OO:é:£

C 2

a 1
tan30° = - = —

b 3
sin60° = 2 = V3

C 2

a 1
60° = - =—
CoS - =3

. b
tan60° = — = /3
a
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GONIOMETRIE B

{GRONDFORMULE GONIOMETRIE VOOR
SCHERPE HOEKEN

Voor elke scherpe hoek o kunnen we een rechthoekige driehoek ABC te-
kenen die rechthoekig is in C en waarbij o0 = A.

De stelling van Pythagoras leidt tot b
2 g2
b
ac+b=c = a_2+_2: 1
¢ 4 c
@)=
— — — —
(c) + C .I_ o
= (sinot)?+ (cosa)* = 1. ¢ b A

Gebruiken we de notaties (sina)? = sin® & en (cos ot)? = cos® o, dan ver-

krijgen we de grondformule van de goniometrie voor scherpe hoeken:

sino +cos>0. =1  voor elke scherpe hoek

Bijgevolg is

O<sina<1l en O<cosa<1 voorelke scherpe hoek o

2

Beide leden delen door cos® ¢ resp. sin® o levert de aanverwante formule

1
cos2 o

tan* o +1 = resp. 14cot? =

sin? o

2
1\2 3 1 3
Voorbeeld 1. sin?30° + cos230° — (—) n (i) 10

2 2 ) 44

Voorbeeld 2. Als o een scherpe hoek is met cos ¢ = 0,3 dan is

. HORHAL FLOAT AUTO REAL DEGREE HP
sinat = /1 —cos2 o = /0,91 =0,95...
cosi(@.3)
Met een rekenmachine: o ~ 72°32/33". s L An R ARRR0E,

F232'32.629"
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GONIOMETRIE 6

GEORIENTEERDE HOEKEN

Een hoek is een vlakdeel begrensd door twee halfrechten met hetzelfde
beginpunt. Die twee halfrechten oriénteren betekent dat je een halfrechte
als beginbeen en dus de andere halfrechte als eindbeen kiest.

Die keuze in oriéntatie duiden we aan door een pijl te tekenen van be-
ginbeen naar eindbeen. Dat kan op meerdere manieren, al stelt elke pijl
dezelfde georiénteerde hoek o voor.

\é\ \tj\ \é\
(04
Elke pijl kan gemeten worden met een gradenboog. We voorzien die

waarde ook van een teken: plus bij tegenwijzerzin en min bij wijzerzin.
Elk van de drie pijlen hierboven geeft dus een hoekwaarde in graden:

o = +165° o =—195° o = 525°
= 165° = 165° —360° = 165° +360°.
Bij elke georiénteerde hoek o horen oneindig veel pijlen van beginbeen

naar eindbeen, en dus ook oneindig veel hoekwaarden in graden. Willen
we van o hierboven alle hoekwaarden in graden geven, dan schrijven we:

o =165 +k-360° (k€ Z)

Draaien we bij o de oriéntatie om (beginbeen wordt eindbeen en omge-
keerd) dan spreken we over de tegengestelde (georienteerde) hoek —a.

Twee georiénteerde hoeken zijn gelijk als ze dezelfde hoekwaarden in
graden hebben. We hebben steeds o # —«, tenzij a = 0° of @ = 180°.
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GONIOMETRIE 7

GONIOMETRISCHE CIRKEL

De goniometrische cirkel heeft als middelpunt de oorsprong en straal 1.

Een georiénteerde hoek o voorstellen op de goniometrische cirkel wil
zeggen: verschuiven en draaien zodat het beginbeen samenvalt met de
positieve x-as. Het nieuwe eindbeen snijdt de cirkel in een punt E, die we

het beeldpunt van & noemen.
| I
Eq
(04
a jl |
111 IV
De x-as en de y-as verdelen het vlak in vier vlakdelen, in tegenwijzerzin

doorlopen: eerste kwadrant I, tweede kwadrant II, derde kwadrant III en
vierde kwadrant I'V. Een punt op x-as of y-as ligt in geen enkel kwadrant.

)

Als Ey € 1, dan zeggen we dat o in het eerste kwadrant ligt. We schrijven
dan o € I. Idem voor de andere kwadranten.

Voorbeelden. Beschouw georiénteerde hoeken o, 3,7 en 6.

(a) Als ¢ =30°danis & € I.

(b) Als B =179° danis B € 11

(c) Als y=—64° danis y € IV.

(d) Als 6 =2023° dan 1s 6 € III, want een andere hoekwaarde is

6 =2023° —5-360° = 223°.
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GONIOMETRIE 8

LGONIOMETRISCHE GETALLEN VAN
GEORIENTEERDE HOEKEN

Elke georiénteerde hoek o kan voorgesteld worden op de goniometrische
cirkel: beginbeen op positieve x-as en eindbeen snijdt cirkel in punt Ey,.

De goniometrische getallen sinus, cosinus, tangens, cotangens van ¢ zijn:

x=1
sin @ = de y-coordinaat van E
cos ¢ = de x-coordinaat van E
. sin ¢
tan =rico OE, = I x
cos
tan &
1 cos o
cotax = = —
tana  sino

Hieruit volgt dat voor elke georiénteerde hoek o

—1<sinax<1 en —-1<cosa<1

Als cos ¢ = 0 dan tan @ = / (bestaat niet); als sino = 0 dan coto = /.

Voorbeeld. Door de georiénteerde hoeken met hoekwaarden 0°, 90°, 180°
en 270° voor te stellen op de goniometrische cirkel, lezen we hun sinus,
cosinus en tangens af. De derde rij verkrijg je ook door de eerste te delen
door de tweede.

o 0° 90° 180° 270°
sin O 0 | 0 —1
cos o 1 0 —1 0
tance | O / 0 /
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GONIOMETRIE 9

SINUS, COSINUS EN TANGENS VAN
ENKELE GEORIENTEERDE HOEKEN

De volgende tabel geeft de exacte waarden voor de sinus, cosinus en tan-
gens van de georiénteerde standaardhoeken 0°, 30°, 45°, 60° en 90°.

o 0° 30° 45° 60° 90°
sin ¢ 0 : V2 v3 1
2 2 2
CoS & 1 ﬁ Q ! 0
2 2 2
tana| O : 1 V3 /
V3
Onthouden met inzicht kan door de georiénteerde hoeken voor te stellen:
T3
Y
1
41
L3
3
0 VIO
2 2 2

Geheugensteuntje voor tabel: (1) schrijf in eerste rij 0, 1, 2, 3, 4; (2) neem de positieve
vierkantswortel; (3) deel door 2; (4) vorm de tweede rij door de eerste om te draaien; (5)
vorm de derde rij door de eerste rij te delen door de tweede.
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coNioMmeTRIE 10

GRONDFORMULE VAN DE
GONIOMETRIE

Elke georiénteerde hoek o kan voorgesteld worden op de goniometrische
cirkel: beginbeen op positieve x-as en eindbeen snijdt cirkel in punt Ey,.

Uit cos o = x-coordinaat van E4 en sin ¢ = y-codrdinaat van E, volgt

co(Eq) = (cosa,sina)

Formule afstand tussen twee punten:

d(O,Ea) — 1

=>\/X2—X1 +(2—-yn)=1

= \/(cosa—0)2+(sina—0)2: 1

=12

= (cosa)*+ (sinc)

Zo verkrijgen we de grondformule van de goniometrie

sina+cos’a =1  voor elke georiénteerde hoek o

Beide leden delen door cos® ¢ resp. sin® o levert de aanverwante formule
1 ) 1
tan’ o+ 1 = 5 resp. 1 +cot” o = ——
cos~ O sin”“ o
Deze formules zijn goniometrische iden-
titeiten: de gelijkheid geldt voor elke « sin(213°) +cos(213°)"
waarvoor de uitdrukking zinvol is. Je kan tan(930)41-—i—
.. . ) 5
zo’n 1'dent1telt con.troleren' met een reken S T P
machine door o willekeurig te kiezen. 8.3421292258
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coNioMmETRIE 11

GONIOMETRISCHE GETALLEN
BEREKENEN

Vanuit de waarde van een goniometrisch getal kun je de bijbehorende ge-
oriénteerde hoeken voorstellen op de goniometrische cirkel. De andere
goniometrische getallen kun je dan bepalen met formules.

Voorbeeld 1. Beschouw een georiénteerde hoek o met sino = 0, 6.
Omdat sinox > 0is @ € [ of o € 11.

coso = +v' 1 —sin‘a
= 4+/0,64

/ 64 8
==+ ﬁ—iﬁ—iO,S

sine 0,6 i3
cose +0,8 4
Met rekenmachine: o ~ 36°52'12".

Dan is oy = 180° — o = 143°7'48".

tan ot =

6
Voorbeeld 2. Beschouw een georiénteerde hoek 8 met tan 3 = —z
Omdattanf3 <0is B €Il of B € IV.
y y X = 1
cosff =+ 1
tanZ 3 + 1
25 5
—
61 V61

sinf3 =tanf} -cosf3
(923 ) =58
5 V61 V6l
Met rekenmachine: §; ~ —50°11'40". \
Dan is B> = By + 180° ~ 129°48 20",

|
9)l[e)
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GONIOMETRIE 12

LGONIOMETRISCHE UITDRUKKINGEN
VEREENVOUDIGEN

Een goniometrische uitdrukking bevat goniometrische getallen van wille-
keurige georiénteerde hoeken «, B etc. waarvoor de uitdrukking zinvol is.

Stappenplan vereenvoudigen van goniometrische uitdrukkingen:

Stap 1. Schrijf alle goniometrische getallen met sinus en cosinus
Gebruik daarvoor de definitie van tangens en cotangens

Stap 2. Werk uit en vereenvoudig breuken

Stap 3. Vereenvoudig met behulp van goniometrische formules

Soms kun je efficiénter werken door 1+ tan? ¢ of 1+ cot? ¢ te herkennen.
Je kan ook gebruik maken van merkwaardige producten.

VYoorbeelden
1 1 cosZ o 1 cos o — 1 —sin‘a
(a) 2 . 2 - . 2 . 2 — D) — D) — _1
tan“@ sin“o sin“ Q@  sin“ o sin“ o sin“ o
) cos O B cos o _cosa 1
1 —sinccosotano sinat | _gin2a  coso

1 —sinocoso -
Cos X

©) (4sina—cosa)®+ (sina+4cosa)?
= 16sin’a — 8sin ot cos o + cos’ ot + sin ot + 8sin a cos ¢ + 16 cos’ ot
= 17sin’ o+ 17 cos® o
=17 (sin2a+c082 (x) =17

2

(d) 1+sin* o —cos* oo =1+ (sin® & —cos® &) - (sin® &t + cos® )

= 14 (sin® ot —cos®> @) - 1 = 1 —cos® a + sin® @ = 2sin*
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GoNIOMETRIE 13

GONIOMETRISCHE IDENTITEITEN
BEWIJZEN

Een goniometrische identiteit bewijzen wil zeggen: aantonen dat de ge-
geven gelijkheid geldt voor elke (zinvolle) georiénteerde hoek «, B etc.

Stappenplan bewijzen van goniometrische identiteiten:

Stap 1. Start met linkerlid (LL) of rechterlid (RL)
Meestal is dat het lid waar je meteen iets kan uitwerken

Stap 2. Werk uit en vereenvoudig breuken

Stap 3. Pas goniometrische formules toe: enkel formules die je
dichter bij het ander lid brengen!

Stap 4. Als je vastloopt: vergelijk met het ander lid

Een andere strategie is om beide leden (tegelijk) om te vormen.

Voorbeelden
2
.. ) tan- o
(a) Bewijs dat sin® o = —
1 +tanc o

sin? o sin? o

cos2 o cos2 o sin® o sin o

RL p— ; 2 p— 2 X 2 p— X 2 p— p— LL
1 . Sin o cosTo+sin“a cos? o+ sin‘ & 1

cos? cos?

(b) Bewijs dat (sinacos B)* — (cos orsin B)* = cos® B — cos® a.
LL = sin® occos® B — cos” asin” B
= (1 — cos? OC> cos? B —cos® o (1 —coszﬁ)

= cos’® B — cos? acos? B — cos? o + cos® acos> B = RL
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coNioMmeTRIE 14

FORMULES VERWANTE HOEKEN:
GELIJKE HOEKEN

Als we bij een hoekwaarde van een georiénteerde hoek een geheel veel-
voud van 360° optellen, verkrijgen we een andere hoekwaarde van de-
zelfde georiénteerde hoek o:

a+k-360°=ao voorelkekeZ

Uiteraard blijven dan ook sinus, cosinus en tangens hetzelfde.

voor elke k € 7 1s

sin (o +k-360°) = sin o

cos (o +k-360°) = cos o

a+360°=o:"'--... .......... "
tan (a4 k-360°) =tan

Voorbeelden

|
(a) sin(390°) = sin (30° +360°) = sin30° = 5

(b) cos (405°) = cos (405° —360°) = cos45° =

[

(c) tan (—300°) = tan (—300° 4 360°) = tan60° = /3

(d) sin3550° = sin(3550° — 10-360°) = sin(—50°) = sin310°

1 |

t(o+k-360°) = —
(€) cotlar+ ) tan( +k-360°) tana

=cota (keZ)
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coNlioMETRIE 15

FORMULES VERWANTE HOEKEN:
TEGENGESTELDE HOEKEN

Als we bij een georiénteerde hoek o de oriéntatie omdraaien (beginbeen
wordt eindbeen en omgekeerd), vinden we de tegengestelde hoek —c.

De hoekwaarden in graden worden dan tegengesteld, net zoals de sinus
en de tangens. De cosinus blijft ongewijzigd.

Onthoud deze formules met behulp van de goniometrische cirkel.

Y x=1
sin(—q) = —sina
cos(—a) = cosa
sin O
tan(—o) = —tan o \
Voorbeelden

(a) sin (—45°) = —sin45° = —

1
(b) cos (—60°) = cos60° = 5

(c) tan330° = tan (330° — 360°) = tan (—30°) = — tan30° = —

Sl -

(d) sin243° = sin(243° —360°) = sin(—117°) = —sin117°

1 1 1
(e) cot(—ax) = = = — = —cota
tan(—a) —tanq tan o
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coNIoMETRIE 16

FORMULES VERWANTE HOEKEN:
SUPPLEMENTAIRE HOEKEN

Als we van 180° een hoekwaarde van een georiénteerde hoek o aftrekken,
verkrijgen we een hoekwaarde van de zogenaamde supplementaire hoek
van . Die nieuwe georiénteerde hoek noteren we als 180° — «.

Cosinus en tangens worden dan tegengesteld; sinus blijft ongewijzigd.

Onthoud deze formules met behulp van de goniometrische cirkel.

sin(180° —a) = sino

cos (180° — o) = —cos

tan (180° — o) = —tan

Voorbeelden

2
(a) sin 135° = sin (180° — 45°) = sin45° = g

3
(b) cos 150° = cos (180° —30°) = —co0s30° = — g

(c) tan 120° = tan (180° — 60°) = —tan60° = —V/3

(d) sin(243°) = sin(180° — (—63°)) = sin(—63°) = —sin63°

cos(180°— ) —cosc
t(180° — o) = = = —cot
(€) cot( %) sin(180° — o) sin & corer
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GONIOMETRIE 17

FORMULES VERWANTE HOEKEN:
COMPLEMENTAIRE HOEKEN

Als we van 90° een hoekwaarde van een georiénteerde hoek o aftrekken,
verkrijgen we een hoekwaarde van de zogenaamde complementaire hoek
van . Die nieuwe georiénteerde hoek noteren we als 90° — «.

Sinus en cosinus worden verwisseld,

en dus ook tangens en cotangens. | *— 1

Onthoud deze formules met behulp
van de goniometrische cirkel.

sin (90° — o) = cos &

cos (90° — o) = sin

tan (90° — @) = cot

VYoorbeelden

(a) sin60° = sin(90° — 30°) = cos 30°

(b) cos45° = cos (90° —45°) = sin45°
(c) tan30° = tan (90° — 60°) = cot 60°

(d) sin3695° = sin(95°) = sin(90° — (—5°)) = cos(—5") = cos(5°)

cos(90° — ) sina

t(90° — o) = =
(€) cot(9 *) sin(90° — o)  cosa

=tan &
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coNIOMETRIE 18

SINUS, COSINUS EN TANGENS VAN
ANDERE GEORIENTEERDE HOEKEN

Met formules voor verwante hoeken kennen we nu ook exacte waarden
van sinus, cosinus en tangens van heel wat andere georiénteerde hoeken.

Onthouden met inzicht kan door de georiénteerde hoeken voor te stellen.

j‘\@
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DRIEHOEKSMEETKUNDE

VEELGEBRUIKTE SYMBOLEN

Notaties in een driehoek

AABC driehoek met hoekpunten A, B en C
a, b, c lengte van de zijde tegenover hoekpunt A of B of C
o, B,y binnenhoek horend bij hoekpunt A of B of C
opp- AABC  oppervlakte van AABC
Gelijkvormige driehoeken
~ . is gelijkvormig met ... AABC ~ AA'B'C’
HH gelijkvormigheidskenmerk
% H % gelijkvormigheidskenmerk
177 .. . .
Z77 gelijkvormigheidskenmerk
Congruente driehoeken
>~ . is congruent met . .. AABC = AA'B'C’
HZH congruentickenmerk
HHZ congruentickenmerk
ZHZ congruentieckenmerk
177 congruentieckenmerk
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DRIEHOEKSMEETKUNDE |

DRIEHOEKEN VOORSTELLEN

Beschouw drie verschillende punten A, B en C die niet collineair zijn: niet
op één rechte lijn liggen. De notatie

AABC betekent: driechoek met hoekpunten A, B en C.

De lengte van de zijde tegenover hoekpunt A noteren we met a, en idem
voor de andere hoekpunten:

a=|BC| en b=|CA| en c=|AB|.

De binnenhoek A noteren we met de Griekse letter o, en idem voor de
andere binnenhoeken:

o¢=A en B=B en }/:(/f\.

Samengevat:

A C B

Een driehoek 1s rechthoekig als één van de binnenhoeken als hoekwaarde
90° heeft.

Een driehoek is gelijkbenig als minstens twee van de zijden dezelfde
lengte hebben.

Een driehoek is gelijkzijdig als de drie zijden dezeltfde lengte hebben.
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DRIEHOEKSMEETKUNDE 2

GELIJKVORMIGE FIGUREN

Twee figuren F en F’ zijn gelijkvormig als ze kunnen samenvallen na
een combinatie van verschuiven, draaien, spiegelen en herschalen. In dat
geval schrijven we

F~F

Bij herschalen (vergroten of verkleinen) is de schaalfactor in alle richtin-
gen hetzelfde. Dat getal wordt de gelijkvormigheidsfactor £ genoemd:

> als k > 1 dan is figuur F’ groter dan figuur F,
> als k = 1 dan is figuur F’ even groot als figuur F,
> als 0 < k < 1 dan is figuur F’ even groot als figuur F'.

Bij gelijkvormige veelhoeken is de verhouding tussen overeenkomstige
zijden gelijk aan k. Meer algemeen geldt in het vlak en/of in de ruimte:

omtrek F' = k x omtrek F
opp. F' =k* x opp. F
vol. F/ =3 x vol. F

Voorbeelden

(a) Alle vierkanten zijn gelijkvormig.
(b) Niet alle rechthoeken zijn gelijkvormig.

(c) Alle cirkels zijn gelijkvormig, zodat voor elke cirkel de verhouding
tussen omtrek en diameter 2r steeds hetzelfde getal 1s. Dit getal
noemen we de cirkelconstante pi, genoteerd met Griekse letter 7.
Bijgevolg is de omtrek van een cirkel met straal r gelijk aan 27r.
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DRIEHOEKSMEETKUNDE 3

GELIJKVORMIGE DRIEHOEKEN

Drichoeken ABC en A’B'C’ zijn gelijkvormig als ze kunnen samenvallen
na een combinatie van verschuiven, draaien, spiegelen en herschalen.
Als daarbij A met A’, B met B’ en C met C’' samenvalt, schrijven we

c AABC ~ AA'B'C’.

Dat is zo als voldaan is aan één van de gelijkvormigheidskenmerken:

(1) twee paar overeenkomstige binnenhoeken zijn gelijk

a=ao
HH { /
B=pb
(2) twee paar overeenkomstige zijden zijn evenredig en hun ingesloten
binnenhoeken zijn gelijk a b

7 .7) —=—

-H-< ad b

Z 7

y=v

(3) drie paar overeenkomstige zijden zijn evenredig
777 { a b c
2727\ gy o
Als voldaan 1s aan één kenmerk, is ook voldaan aan de twee andere. De
gelijkvormigheidsfactor is de verhouding tussen overeenkomstige zijden.

Merk op dat %%H geen gelijkvormigheidskenmerk is.
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DRIEHOEKSMEETKUNDE 4

STELLING VAN THALES

Als drie rechten onderling parallel zijn, dan is voor elke snijlijn de ver-
houding tussen de afgesneden lijnstukken hetzelfde.

Meer algemeen is voor elke drie verschillende rechten AA’, BB’ en CC’

|AB|  |BC]|

AA' // BB/ cC' < =
// // ‘A/B/’ ‘B/C/‘

Je kan dit inzien aan de hand van gelijkvormige driechoeken. Eerst teken
je een derde snijlijn door A die evenwijdig is met de snijlijn A'C’.

\
\ C//
&
\
\

|AB|+ |BC| B |IAB"| + |B"C"|
AB| |AB|

AACC" ~ AABB"

‘ch B ’Bllcl/‘ B ’Blcl‘
IAB|  |AB"|  |A’B/|

=

Voorbeeld. De figuur hiernaast toont

drie verticale rechten, zodat 3 10 |
411
=— & 40x=22x+33
2x+3 10 e /,//////(ﬁf//
- 3311 e
X=— = —
I8 6
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DRIEHOEKSMEETKUNDE D

CONGRUENTE DRIEHOEKEN

Drichoeken ABC en A’B'C’ zijn congruent als ze kunnen samenvallen na
een combinatie van verschuiven, draaien en spiegelen. Als daarbij A met
A’, Bmet B’ en C met C' samenvalt, dan schrijven we

AABC = AA'B'C’.

B

Congruentie betekent gelijkvormigheid met gelijkvormigheidsfactor 1
(geen herschaling). Dat is zo bij €één van de congruentickenmerken:

(1) twee paar overeenkomstige binnenhoeken zijn gelijk en een paar
overeenkomstige zijden zijn gelijk

oa=ao oa=ao
HZH{ B=pB" of HHZ! B=8
c=c a=dad

(2) twee paar overeenkomstige zijden zijn gelijk en hun ingesloten bin-

nenhoeken zijn gelijk )
a=a

ZHZ<{ b=V
Y=v
(3) drie paar overeenkomstige zijden zijn gelijk

a=d

777 b=1b
c=c.

Als voldaan is aan één kenmerk, 1s ook voldaan aan de twee andere.
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DRIEHOEKSMEETKUNDE O

LMERKWAARDIGE LIJNSTUKKEN VAN
EEN DRIEHOEK

Een middenparallel van een driehoek is een lijnstuk dat de middens van
twee zijden met elkaar verbindkt.

Elke middenparallel is evenwijdig met de derde zijde en de lengte is de
helft van die derde zijde.

MN /| AB

1
MN| =3 4B

B

Een zwaartelijn(stuk) van een driehoek is een lijnstuk begrensd door een
hoekpunt en het midden van de overstaande zijde.

De drie zwaartelijnen van een driehoek gaan door één punt Z. Dat is het
zwaartepunt van de driehoek.

De afstand van Z tot een hoekpunt is het dubbel van de afstand van Z
tot de overstaande zijde, en bijgevolg twee derden van de afstand van dat
hoekpunt tot de overstaande zijde.

AZ| = 2|ZN)|

~ 2N
3

Het bijvoegelijk naamwoord merkwaardig betekent in deze context niet zozeer eigen-
aardig, maar wel noemenswaardig of het opmerken waard.
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DRIEHOEKSMEETKUNDE 7/

MERKWAARDIGE LIJNEN VAN EEN
DRIEHOEK

Een hoogtelijn van een driehoek is
een rechte door een hoekpunt dat
loodrecht op de overstaande zijde
staat.

De drie hoogtelijnen van een drie-
hoek gaan door €én punt H. Dat is
het hoogtepunt van de driehoek.

Een bissectice (of deellijn) van een
hoek is een rechte die de hoek in
twee gelijke hoeken verdeelt.

De drie bissectrices van (de binnen-
hoeken van) een driehoek gaan door
¢én punt /, dat het middelpunt van de
ingeschreven cirkel is. Dat is de cir-
kel die raakt aan de drie zijden van
de driehoek.

Een middelloodlijn van een lijnstuk
is de rechte die door het midden van
dat lijnstuk gaat en loodrecht op dat
lijnstuk staat.

De drie middelloodlijnen van (de zij-
den van) een driehoek gaan door één
punt O, dat het middelpunt van de
omgeschreven cirkel is. Dat is de cir-
kel die gaat door de drie hoekpunten
van de driehoek.
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DRIEHOEKSMEETKUNDE 8

SOM VAN DE BINNENHOEKEN

In elke driehoek ABC is de som van de binnenhoeken gelijk aan de ge-
strekte hoek:

o+ B +y=180°

Omgekeerd: als &, 8,7 € ]0°,180°[ met o + 3 + ¥ = 180°, dan bestaat er
een driechoek waarvan de binnenhoeken o, 8 en v zijn.

Bewijs zonder woorden.

Twee driehoeken met dezelfde binnenhoeken zijn gelijkvormig.
Een driehoek is dus niet volledig bepaald door de binnenhoeken.

Voorbeelden
(a) Als @ = 120° en B =45° dan is
a+pB+y=180° = y=180°—a—f3 = 15°.
(b) Als B = 21° en y~ 38°12'7,31” dan is
o =180°— B —y=180°—21°—38°12'7,3..." ~ 120°47'52,7.

(c) Er bestaat een driechoek ABC met a0 = 37°, B = 68° en y = 75°.
(d) Er bestaat geen drichoek ABC met @ = 37°, B = 68° en y = 76°.
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DRIEHOEKSMEETKUNDE 9

DRIEHOEKSONGELIJKHEID

In elke driehoek ABC is elke zijde korter dan de som van de lengtes van
de andere zijden:

a<b+c en b<ct+a en c<a-t+b

Omgekeerd: als a,b,c € Rar meta<b+c,b<c+aenc<a—+b,dan
bestaat er een drichoek waarvan de zijden als lengte a, b en ¢ hebben.

Twee driehoeken met gelijke zijden zijn congruent.
Een driehoek is dus volledig bepaald door de lengtes van de zijden.

Voorbeelden

(a) Er bestaat een drichoek waarvan de lengtes van de zijden 4cm,
3cm en 6¢m zijn, want

4<3+6 en 3<6+4 en 6<4+3.

Z.0’n driehoek kun je tekenen met behulp van een passer.

(b) Er bestaat geen drichoek waarvan de lengtes van de zijden 4 cm,
3cmen 7cm zijn, want 7 £ 4 + 3.
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DRIEHOEKSMEETKUNDE 10

STELLING VAN PYTHAGORAS

In een rechthoekige driehoek is het kwadraat van de schuine zijde gelijk
aan de som van de kwadraten van de rechtshoekszijden.

Meer algemeen geldt voor elke driechoek ABC:

AABC is rechthoekig in hoekpunt A < &> =b*+¢*

Bewijs zonder woorden.

o2
C C
2
bl a bl a b
C C
C C
A B A B -
Voorbeelden

(a) Drie stokken hebben een lengte van 30 cm, 40 cm en 50 cm. Als je
met die stokken een driehoek maakt, is die driechoek rechthoekig,

want 507 = 307 + 402,
(b) Een driehoek met zijden 28, 45 en 52 is niet rechthoekig, want
52% £ 2824452,

(c) Als AABC rechthoekig is met schuine zijde a = 6 en rechthoeks-
zijde b =3, dan kunnen we de andere rechthoekszijde c berekenen:

A=a?—b*=36-9=27 zodat c=+27=3V3.
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DRIEHOEKSMEETKUNDE 11

SINUSREGEL

Formule voor de oppervlakte van een AABC drie keer toegepassen geeft

1 1 1
opp. AABC = Ebcsinoc = icasinﬁ = Eabsin}/.

Dus in elke AABC zijn de zijden evenredig C
met sinussen van overstaande binnenhoeken:

a b Y
sinac sinf  siny b a
Is HZH gegeven: altijd 1 mogelijkheid. % p
Is ZZH gegeven: soms 2 mogelijkheden. A C B
Voorbeelden

(a) HZH gegeven: B = 120°,a =5 en vy = 30°
> som van de binnenhoeken: o = 180° — B — y = 30°

> drichoek is gelijkbenig want B = 7, zodatc =a =5

: a b asin
> sinusregel: —— = — = b= — P =53
sinae sinf3 sinQ

(b) ZZ7Z gegeven: a = 8cm, b = 10cm en a = 43°
a b , bsin o
— = — = sinf3 =

sinae  sinf3 a

le optie: B ~58°29'4” dan y=180° — ot — B ~ 78°30' 56"

, a c asiny
> sinusregel: ——=—— = ¢c= —
sin@  sin?y sin O

2e optie: B ~ 121°30/56", dan y=180° — o — § ~ 15°29'4"

. a c asin
> sinusregel: ——=—— = ¢ = —
sin@  siny sin

> sinusregel: =0,8524...

~ 11,50cm

~ 3,13cm
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DRIEHOEKSMEETKUNDE 12

COSINUSREGEL
In een AABC met o = 90° geldt dat C
a’> = b + ¢? (stelling van Pythagoras).
Voor een willekeurige AABC is Y
b a
a® = b*+c* —2bccos o
o p
Is 777 gegeven: altijd 1 mogelijkheid. A c B

Is ZHZ gegeven: altijd 1 mogelijkheid.
Voorbeelden
(a) ZZZ gegeven: a=3cm,b=5cmenc="7cm

> cosinusregel: a® = b? + c? — 2bccos o

2 2 2
P2
— cosor =2 € —0,9285...

—2bc
= o ~21°47"12"

> cosinusregel: b*> = a® + ¢*> — 2accos B

b? —a? —

= cosf} = 5 =0,7857...
—2ac

= B ~38°12/48"
> som van de binnenhoeken: ¥ = 180° — o — 8 ~ 120°
(b) ZHZ gegeven: b =10, x =45°enc =7
> cosinusregel: a® = b* + ¢> — 2bccos &
= a=+/149-70/2
> cosinusregel: b> = a® + ¢*> —2accos B = B ~ 90°34/33"
> som van de binnenhoeken: ¥ = 180° — o — 8 ~ 44°25'27"
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VERGELIJKINGEN 1

VERGELIJKINGEN OPLOSSEN

Een vergelijking is een uitdrukking van de vorm

O=A

waarbij [ en /A bestaan uit re€le getallen, letters (onbekenden) en bewer-
kingen. Als er één onbekende is, gebruiken we vaak letter x.

Een oplossing van de vergelijking is een getal waarbij de uitspraak [1= A
waar is als we de onbekende x door dat getal vervangen.

Een vergelijking oplossen betekent alle oplossingen van ervan bepalen.
Passen we bij een vergelijking operaties (1) en (2) toe, dan wijzigt de op-
lossingsverzameling niet, wat we uitdrukken met equivalentie <

(1) beide leden plus of min eenzelfde getal of eenzelfde lettervorm;
(2) beide leden maal of gedeeld door eenzelfde getal dat niet O is.

Door deze operaties doordacht toe te passen, kunnen we een vergelijking
eenvoudiger maken en op die manier alle oplossingen vinden.

Product is nul betekent dat minstens één van de factoren nul is.
Ontbinden in factoren is dus een strategie om vergelijkingen op te los-
sen:

0-A=0 < O=0of A=0

Voorbeelden
(a) 2x—5=3 (b) X =x

& 2x—5+45=3+5 e 2x=0

& x=8 & x(x—1)=0

And 8 0 of 1=0
> T3 & x=0 of x—1=

& x=4 & x=0 of x=1

controle: 24— 5 =3 oplossingsverz. V = {0,1}
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VERGELIJKINGEN 2

GRAFISCHE BETEKENIS

Een vergelijking in één onbekende x is een uitdrukking van de vorm

O=A

waarbij (] en A bestaan uit re€le getallen, de letter x en bewerkingen.

Je kan het linkerlid [ opvatten als het Y f
voorschrift van een functie f, en het
rechterlid A als dat van een functie g. fE)=gxF———8 P

Bij die functies f en g horen dan grafieken
die je in één assenstelsel kan voorstellen.

|

|

|

|
Door alle snijpunten van graf f en graf g te -
bepalen, kun je de vergelijking oplossen: / X

in een x-waarde snijdt graf f met grafg < f(x) = g(x)

Op die manier kun je elke vergelijking (bij benadering) oplossen met be-
hulp van een grafische rekenmachine of computermeetkundepakket.

Voorbeeld. Om de vergelijking

CALC INTERSECT
¥ =x +2

grafisch op te lossen, plotten we de grafiek

van de functie f(x) = x*> samen met de gra-
fiek van de functie g(x) = x+2 en lezen we
de snijpunten af. fofersection .,

Hun x-coordinaten zijn dan de oplossingen van de vergelijking:

x2:x—|—2 & x=-—1 of x=2.
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VERGELIJKINGEN 3

‘_EERSTEGRAADSVERGELIJKINGEN

Een eerstegraadsvergelijking (of lineaire vergelijking) in x is een vergelij-
king die kan geschreven worden in de standaardvorm

ax+b=0 waarbija,beRena#0

Elke eerstegraadsvergelijking heeft precies €én oplossing, die je vindt
door de termen met x naar één lid te brengen, beide leden te delen door de
coéfficiént van x en nadien te vereenvoudigen als dat mogelijk is:

b
ax+b=0 < x=—.
a

Voorbeelden
@3x—11=10 & 3x=2I
S x=17 oplossingsverzameling V = {7}

controle door invullen: 3-7—11 L 10

1
(b)§+5x:7x—|—5 & 14+ 15x=21x+15
& —6x=14

& —14—7 opl.ver V—{ 7}
x—_6— 3 pl.verz. V =

©  6(V3t+5)—103—V121)=0

o 6V314+30—30+10-2v31=0
—_— 0 —_—
2643

t 0 oplossingsverzameling V = {0}
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VERGELIJKINGEN 4

LTWEEDEGRAADSVERGELIJKINGEN

Een tweedegraadsvergelijking (of kwadratische vergelijking) in x is een
vergelijking die kan geschreven worden in de standaardvorm

ax*+bx+c=0 waarbija,b,ceRena#0

Als b =0 of ¢ =0, spreken we over een onvolledige tweedegraadsvergelij-
king. Die kunnen we meteen oplossen. Dat is ook het geval bij volledige
tweedegraadsvergelijkingen van de vorm

(coox+..)(..x+...)=0 of (x+..) =

Voorbeelden
@  20=x b)  P+4=0
& 2P —x=0 = 2 = 4
=~
& x(2x—1)=0 >0 <0
o x=0of 2x—1=0 geen (re€le) oplossingen
1 opl.verzameling V = ()

(c) (3r—1)=2
3—1=v2 of 3t—1=-V2

e
o 3=14vV2 of 3t=1-V2
1++2 1—2
&t = of =
3 3
1+V2
= = 3
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VERGELIJKINGEN 5

DE abc-FORMULE

De algemene manier om de re€le oplossingen van een tweedegraadsver-
gelijking ax? + bx + ¢ = 0 te vinden is de abc-formule (of wortelformule):

Bereken de discriminant D = b* — 4ac

> als D < 0: geen oplossingen

b

> als D =0: één oplossing, namelijk x = Ty
a

> als D > 0: twee oplossingen, namelijk
—b++/D —~b—+VD
=——— en xp=—7——

Al 2a 2a

VYoorbeelden
(a) (3x—5)%>=7—48x
& O +18x+18=0

D=2>—4.1.2=-4<0

& P42 +2=0 .
geen oplossingen

opl.verzameling V = {}

D=(-30)2—-4-25-9=0

(b) 25x% —30x+9=0 | .
€én oplossing

& _ (=303
T 5 TS
A2 4. (_2).2—
©  —5C4dx43=0 P=4-4(=5)3=76>0
twee oplossingen
N —4+£+/76
X =
2-(=5)
—4£2+/19 2-4/19 2++/19
X = _10 Rt xlz 5 en x2: 5
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VERGELIJKINGEN O

SOM EN PRODUCT

Kennen we twee getallen x; en xp, dan is elke tweedegraadsvergelijking
waarvan x| en x, oplossingen zijn van de vorm

alx—x))(x—x)=0 < a(x*—x-x—x2-Xx+x1-x)=0

& ax’— a(xy +x3)x+axix; =0.
H—/ \\/-/
b c

Hieruit volgt de eigenschap som en product: voor elke tweedegraadsver-
gelijking ax? + bx +c = 0 en elke x,x, € R willekeurig geldt:

X1 en x zijn de oplossingen van ax*>+bx+c=0
)

(6
X1+Xp=—— €en Xx|;:-Xp=-—
a a

Voorbeeld. We lossen de tweedegraadsvergelijking —x> —x+ 12 = 0 op
met de eigenschap som en product.

X1 en xp zijn de oplossingen van — X—x+12=0

b C
& Xit+FXxXo=—— €en XxXj-Xp=-—

a a
& x1+x=-—1 en x;-xp=-—12

maak koppels met product —12 :

1 -1 2 -2 3 -3
—12 12 -6 6 —4 4

& x1=3 en x=-4
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VERGELIJKINGEN 7

LBIKWADRATISCHE VERGELIJKINGEN

Een bikwadratische vergelijking in x is een vergelijking die kan geschre-
ven worden in de standaardvorm

ax* +bx*4+¢c=0 waarbija,b,ceRena#0

Om zo’n vergelijking op te lossen, voer je een hulponbekende in:

noem ¢ = x> en los de vergelijking at>+bt +¢c=0 op

VYoorbeeld
Ox*+23x2—12=0

s 09 (x2)2+23x2— 12=0

noem? = Xz

& 92423t 12=0

D=23?-4.9.(—12) =961 =312

- t_—23j:31
18

4
& t=—- of t=-3
9 0O
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ONGELIJKHEDEN 1

ONGELIJKHEDEN OPLOSSEN

Een ongelijkheid is een uitdrukking van de vorm

<A of O<A of O>A of O>A

waarbij [ en /A bestaan uit re€le getallen, letters (onbekenden) en bewer-
kingen. Als er één onbekende is, gebruiken we vaak letter x.

Een oplossing van de ongelijkheid [ < A is een getal waarbij de uit-
spraak [ ] < A waar is als we de onbekende x door dat getal vervangen.

Een ongelijkheid oplossen betekent: alle oplossingen ervan bepalen.

Passen we bij een ongelijkheid operaties (1) en (2) toe, dan wijzigt de op-
lossingsverzameling niet, wat we uitdrukken met equivalentie <

(1) beide leden plus of min eenzelfde getal of eenzelfde lettervorm;

(2) beide leden maal of gedeeld door eenzelfde strikt positief getal.

Neem je tegengestelde van beide leden, dan verandert < in > en < in >.
Zois 2 < 3 terwijl —2 > —3. De ongelijkheid wijzigt dus bij operatie

(3) beide leden maal of gedeeld door eenzelfde strikt negatief getal.

Je kan de oplossingsverzameling steeds voorstellen op een getallenas.

Voorbeelden
(a) x—2<0 (b) —2x <3
—2x 3
S o x—242<0+2 = _—2>_—2
& x<2 & x>—%
opl.verz. V = |—oo0, 2] opl.verz. V = ] _%74_00[
10 1 2 3 R 2-10 1 2 R
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ONGELIJKHEDEN 2

Een ongelijkheid in één onbekende x is een uitdrukking van de vorm

O<A of O>A of O<A

of O>A

waarbij (] en A bestaan uit re€le getallen, de letter x en bewerkingen.

Je kan het linkerlid [ opvatten als het
voorschrift van een functie f, en het
rechterlid A als dat van een functie g.

Bij die functies f en g horen dan grafieken
die je in é€én assenstelsel kan voorstellen.

Door alle snijpunten van graf f en grafg te
bepalen, kun je de ongelijkheid oplossen:

GRAFISCHE BETEKENIS

Y,
g — —
|
|
|
ol — &
|
/" X

in een x-waarde ligt graf f onder grafg <  f(x) < g(x)

Op die manier kun je elke ongelijkheid (bij benadering) oplossen met be-
hulp van een grafische rekenmachine of computermeetkundepakket.

Voorbeeld. Om de ongelijkheid

x> <4
grafisch op te lossen, plotten we de grafiek
van de functie f(x) = x*> samen met de gra-

fiek van de functie g(x) =4 en lezen we de
snijpunten af.

De oplossingen van de ongelijkheid zijn dan precies de x-waarden waar
de grafiek van f onder de grafiek van g ligt:

CALC INTERSECT
Yas=y

/

7

Intersection
H=-Z

Y=y

HORHAL FLOAT AUTO REAL DEGREE HP n

<4 & 2<x<?2

& xe]-2,2[.
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ONGELIJKHEDEN 3

EERSTEGRAADSONGELIJKHEDEN

Een eerstegraadsongelijkheid (of lineaire ongelijkheid) in x is een onge-
lijkheid die kan geschreven worden in de standaardvorm

ax+b <0 of ax+b <0

bija.b € R 0
ax+b>0 of ax+b>0 waarbij a,b € R en a 7

Die los je als volgt op: termen met x naar linkerlid; termen zonder x naar
rechterlid; beide leden delen door coéfficiént van x; vereenvoudigen.

Voorbeelden
(@)20-3x<7x+15 & —10x+5<0 -eerstegraadsongel.
& —10x <=5

1 1
&S x> 5 opl.verz. V = [5,—#00[

» R

— 10

-2 -1 0 1

(b) V2x+3<V3x & (V2—V3)x< -3 eerstegraadsongel.
—3 3

Vivs T YTV

= x>

C)2x+1>2x—1 <& 22>0 geen eerstegraadsongel.
voor elke x € Ris 2 > 0 dus opl.verz. V =R

2 4x-5
XS T X o(x42) — (4x—5) < —2x

(D=3 6 3

& 9 <0 geen eerstegraadsongel.

voor elke x € R is 9 £ 0 dus geen oplossingen, opl.verz. V =0

113



ONGELIJKHEDEN 4

‘_TWEEDEGRAADSONGELIJKHEDEN

Een tweedegraadsongelijkheid (of kwadratische ongelijkheid) in x is een
ongelijkheid die kan geschreven worden in de standaardvorm

ax2+bx+c§0 of ax’>+bx+c<0

5 5 waarbij a,b,c e Rena # 0
ax“+bx+c>0 of ax*+bx+c >0

Z.0’n tweedegraadsongelijkheid kun je niet zomaar oplossen door alle ter-
men met x naar één lid te brengen. Zo is bijvoorbeeld

<4 A x<2 want —7 <2 terwijl (=7)* > 4.

Een tweedegraadsongelijkheid algebraisch oplossen doe je met de vol-
gende, algemene werkwijze om elke ongelijkheid op te lossen:

Stap 1. Breng alle termen over naar het linkerlid

Stap 2. Het linkerlid is het voorschrift van een functie &

Stap 3. Maak een tekentabel van de functie &

Voorbeeld. We lossen de ongelijkheid x> < 4 algebraisch op.
<4 & F-4 <0
——

noem £ (x)

Maak tekentabel van h(x) = x*> — 4
> nulwaarden: h(x) =0 < x> —4=0
S x=2o0fx=-2

> tekentabel: . ‘ ) )

h(x)|+ 0 — 0 +

& xe]-2,2]
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STELSELS |

‘ STELSELS OPLOSSEN

Een stelsel is een uitdrukking van de vorm

O=A
O=Dp

waarbij elke regel staat voor een vergelijking. Als er in totaal twee onbe-
kenden zijn, gebruiken we vaak de letters x en y.

Een oplossing van het stelsel is een koppel van twee re€le getallen (a,b)
waarbij de uitspraken (1 = A en > = [> etc. waar zijn als we de onbe-
kende x door a vervangen en onbekende y door b vervangen.

Een stelsel oplossen betekent alle oplossingen van dat stelsel bepalen.

Passen we bij een stelsel volgende operaties toe, dan wijzigt de oplos-
singsverzameling niet, wat we uitdrukken met equivalentie <

(1) beide leden van een vergelijking plus zelfde getal of lettervorm;
(2) beide leden van een vergelijking maal zelfde getal dat niet O is;

(3) een vergelijking gebruiken in een andere vergelijking.

Door deze operaties doordacht toe te passen, kunnen we soms een stelsel
eenvoudiger maken en op die manier alle oplossingen vinden.

Voorbeeld
x+3=y-35 x=y—38 x=y—38 x=16
~ ~ ~
{2}/: 3x {Zy: 3(y—28) {y:24 {y: 24
16+3 =245

Oplossingsverzameling V = {(16,24)}. Controle: ,
2:24=3-16
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STELSELS 2

‘ 2 x2-STELSELS

Een lineair stelsel van twee vergelijkingen in twee onbekenden x en y is
een stelsel dat kan geschreven worden in de standaardvorm

by =
{“H YT Waarbija,b,c,de, f €R

dx+ey=f

In sommige gevallen kun je zo’n stelsel meteen oplossen.

Voorbeelden

2x = — ) x+y=3
S5x — 3y—13 2x+2y = —1

o N x+y=3
Sx — 3y—13 2-3=-—1

S
| |

geen oplossingen

X =

¢ 5- ( —3y=13 opl.verz. V=10

©) x+y=73

o xX+y=3

oplossingsverzameling & xt+y=3

V= {(—4,—11)} " {x:r .

controle door invullen: y=3—r
2. (—4) 2 g oneindig veel oplossingen
B V={(x,y) €R*|x+y=3
{5-(—4)—3-(—11);13 {(x,y) eR7|x+y=3}

={(rn3—r)|reR}
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STELSELS 3

‘ GELIJKSTELLINGSMETHODE

Een eerste manier om een 2 x 2 -stelsel

{...x-l—...y:... (1)
Xy = (2)

op te lossen is de gelijkstellingsmethode.

Stap 1. In vergelijkingen (1) en (2) telkens onbekende x afzonderen
Stap 2. Die twee uitdrukkingen voor x gelijkstellen om y te vinden

Stap 3. Oplossing y invullen in (1) of (2) om x te vinden

Soms is het handiger om in de eerste stap de onbekende y af te zonderen
in plaats van de onbekende x.

Voorbeelden
=13 = 13— = 13—
(@) X+y PN X y o X y
2x+4y =36 x=18—-2y 13—y=18—-2y

— 13— — 8
= {x Y o {x . oplverz. v ={(8,5)}

S5x—y=28 =5x—8 =5x—38
(b) X—Y o Y X Y X
13x+y = y=1—13x S5x—8=1—13x
( 11
_ Y= "5
y=>5x—38 2 {(1 11)}
lLverz. V =1\ <,——
®{18x:9 & K I opl.verz. V 277
"2



STELSELS 4

‘ SUBSTITUTIEMETHODE

Een tweede manier om een 2 x 2 -stelsel

{...x—l—...y:... (1)
Xty = (2)

op te lossen is de substitutiemethode.

Stap 1. In vergelijking (1) de onbekende x afzonderen

Stap 2. Die uitdrukking voor x in vergelijking (2) invullen
(substitutie) om zo de onbekende y te vinden

Stap 3. Oplossing y invullen in (1) of (2) om x te vinden

Soms is het handiger om in de eerste stap vergelijking (2) te nemen in
plaats van vergelijking (1), of onbekende y af te zonderen in plaats van x.

Voorbeelden
=13 =13—
(@) X+y N X y
2x+4y =36 2x+4y =36
N x=13—y N x=13—y N x=3_8
2(13 —y) =36 —4y y=35 y=35
3x—4y =18 - 3x—4(5—2x) =18
2x+y =35 y=5—-2x
( 38 ( 38
X=— X = —
PN o 11 o 11
5 o 5_ 9. 38 21
’ T 1 ST




STELSELS B

‘ COMBINATIEMETHODE

De derde en meest algemene manier om een 2 x 2 -stelsel

{...x+...y:... (1)
Xty = .. (2)

op te lossen is de combinatiemethode.

Stap 1. Vergelijking (1) met een geschikt getal vermenigvuldigen

Stap 2. Neem de som of het verschil van de nieuwe vergelijkingen
zodat de onbekende x of de onbekende y wegvalt

Stap 3. Oplossing voor x of y invullen in (1) of (2) om zo de
andere onbekende te vinden

In het algemeen is het handiger om in de eerste stap beide vergelijkingen
met een (ander) geschikt getal te vermenigvuldigen.

Voorbeelden
x+y=13 -2 2x+2y =126 x=28
(a) ' & &
2x+4y =36 2x+4y =36 y=35

verschil: 2y = 10

2x+3y=4 .3 6x+9y =12 x=—1
(b) P =
—3x+4y=11, —6x+4 8y =22
som: 17y = 34
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FUNCTIES

VEELGEBRUIKTE SYMBOLEN

Voorstellen van functies

f, g, ... functies
f(x) functievoorschrift van de functie f
graf f grafiek van de functie f
y=f(x) vergelijking van de grafiek van de functie f
° volle bol: het punt behoort nog net tot de grafiek
o holle bol: het punt behoort net niet tot de grafiek

Kenmerken van functies

dom f domein van de functie f
bld f beeld van de functie f
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FuNcTIEs 1

‘ FUNCTIES EN FUNCTIEWAARDEN

Een functie f is een verband dat aan elk reéel getal x hoogstens één reéel
getal y associeert. We kunnen een functie zien als een machine die bij
elke input x ofwel één output heeft, ofwel geen enkele output heeft.

Het feit dat zo’n functie f en een getal x samen een getal y vastleggen,
noteren we als f(x) =y. We noemen f(x) het functievoorschrift van x.
Een andere, meer uitgebreide notatie is

fR—=R
x— f(x)

Als we voor enkele getallen a de functiewaarde f(a) berekenen, verkrij-
gen we een tabel van enkele functiewaarden.

Voorbeeld. Een kaars i1s 15cm lang. Ze brandt gelijkmatig, en vijf uur
later 1s ze opgebrand. Met elk tijdstip x (in uren) associ€éren we de lengte
van de kaars y (in centimeter). Dit verband is dus een functie f.

Tijdstip x = 0 hoort bij de beginsituatie, dus f(0) = 15. Voor x < 0 hebben
we geen gegevens, zodat die functiewaarden niet bestaan.

> Tabel van enkele functiewaarden:
x| -1 0 1 2 3 4 5 6

fx) /15 12 9 6 3 0 0

I5—3x als0<x<5

> Functievoorschrift: f(x) =
0 alsx > 5

> De lengte van de kaars na v2 = 1,41... uren is

F(V2)=15-3v2=10,75... ~ 10,8cm.
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FUNCTIES 2

‘ GRAFIEKEN

De grafiek van een functie f is de verzameling van alle punten P met
coordinaat (x, f(x)). Die verzameling wordt genoteerd met graf f.

graf f = {P(x, f(x)) | x € R en f(x) bestaat}

Als je zo’n grafiek in een assenstelsel tekent of schetst, moet je die ook
benoemen. Dat kan met graf f, met y = f(x) of kortweg met f.

De grafiek van een functie is steeds een verzameling van punten in het
vlak, kortweg een grafiek genoemd. Het omgekeerde is niet waar: som-
mige grafieken zijn niet de grafiek van een functie omdat er bij sommige
x-waarden meerdere y-waarden horen.

Waar een grafiek (plaatselijk) stopt, tekenen we ofwel een e ofwel een o:

een volle bol e betekent: het punt behoort nog net tot de grafiek;
een holle bol o betekent: het punt behoort net niet tot de grafiek.

Als een grafiek het assenstelsel verlaat en we daar geen volle of holle bol
tekenen, maken we daarmee duidelijk dat de grafiek zich ook buiten het
assenstelsel voortzet op de manier die geinsinueerd wordt.

Voorbeeld. Een kaars is 15cm lang. Ze brandt gelijkmatig, en vijf uur
later is ze opgebrand. Met elk tijdstip x (in uren) associ€ren we de lengte
van de kaars y (in centimeter). Dit verband 1s dus een functie f.

> Grafiek: y




FUNCTIES 3

‘ DOMEIN EN BEELD

Het domein van een functie f is de verzameling van alle x-waarden waar-
bij er een y-waarde hoort. Die verzameling noteren we met dom f.

dom f = {x € R| f(x) bestaat}

Meetkundige betekenis: loodrechte projectie van grafiek van f op x-as.

Het beeld van een functie f is de verzameling van alle y-waarden waarbij
er een x-waarde hoort. Die verzameling noteren we met bld f.

bldf = {f(x) | x € dom f}

Meetkundige betekenis: loodrechte projectie van grafiek van f op y-as.

Voorbeeld 1. f(x) = /x y
Algebraisch bepalen van domein: f

dom f = {x € R | \/x bestaat} —
={xeR|x>0}

—RT X

o

= [0, +oo].

Voorbeeld 2. De grafiek hiernaast is de ° S o
grafiek van een functie g, want bij elke
x-waarde hoort hoogstens één y-waarde.

ek

We lezen af:

dom g = [~2,0[ U [1, 4|

bldg = | —eo, —2[ U {2} W\ g
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FUNCTIES 4

‘ NULWAARDEN EN TEKENTABEL

De nulwaarden van een functie f zijn alle x-waarden waarvoor f(x) = 0.
De verzameling van alle nulwaarden is

{xeR[f(x) =0}

Meetkundige betekenis: x-waarden waar de grafiek van f de x-as snijdt.

De tekentabel van een functie heeft in de eerste rij enkel x-waarden die
een nulwaarde van f of randwaarde van dom f zijn; en in de tweede rij
onder die x-waarden 0 (nulwaarde) of 4+, — of | (randwaarde met functie-
waarde strikt positief, strikt negatief of bestaat niet) en voor elk interval
tussen die x-waarden +, —, 0 of /// naargelang de y-waarden er strikt
positief zijn, strikt negatief zijn, nul zijn of niet bestaan.

Meetkundige betekenis: waar grafiek van f boven, op of onder x-as ligt.

Voorbeeld 1. f(x) = —/2x+2 Ly
Algebraisch bepalen van nulwaarden:
losop f(x)=0 1 I
1
& —V2x+42=0 \\
2
o ox=-— =214l 1\\ i

V2

Voorbeeld 2. Functie g met neven-

staande grafiek. We lezen af: $
> domg = ]—oo, —2[ U [—1,+oo] ) ) /
> nulw.verz. V ={—1,1} l
> tekentabel 1 X

X \ -2 —1 1
)+ | /// 0 -0+
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FUNCTIES B

LEXTREMA EN TABEL STIJGEN/DALEN

Een (lokaal) maximum van een functie f is een x-waarde waarvoor de
functiewaarde groter is dan elke andere functiewaarde in een omgeving
van x. Analoog spreken we over een (lokaal) minimum. Een maximum
of minimum wordt ook wel een extremum genoemd.

Meetkundige betekenis: waar de grafiek van f plaatselijk een hoogste of
een laagste punt bereikt.

De tabel stijgen/dalen van een functie heeft in de eerste rij enkel x-waarden
die een extremum of randwaarde van het domein zijn; en in de tweede rij
onder die extrema de symbolen max (maximum), min (minimum) of |
(randwaarde niet in domein) en voor elk interval tussen die x-waarden
, \ , — of /// naargelang de y-waarden er toenemen, afnemen, ge-
lijk blijven of niet bestaan.

Meetkundige betekenis: waar grafiek van f stijgend of dalend is.

Voorbeeld. Beschouw de functie g met Y

nevenstaande grafiek.

We lezen af:

A4

iy

> dom g = | —oo,—2[ U [~ 1, +o0]

> extr.verz. V = {—1,0}

> tabel stijgen/dalen

x | =2 —1 0
)|\ | /// max N min
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FUNCTIES 6

‘ STANDAARDFUNCTIES

Heel wat verschijnselen rondom ons kun je beschrijven met een wiskun-
dig model, waarin het begrip functie centraal staat. Veelvoorkomend zijn
constante, lineaire, kwadratische en omgekeerde functies f(x) = c¢/x. Zij
worden verkregen uit de onderstaande standaardfuncties.

Verwacht wordt dat je deze grafieken meteen voor de geest kan halen,
want dan kun je de kenmerken van die functie gewoon aflezen.

identieke functie omgekeerde functie
1
fx)=x f(x) =~
}) }) y
f \s
1 1
[ —
| X — | X
kwadratische functie positieve vierkantswortelfunctie
flx) =x° fx) =
}) }? y
\ /1 f
/
1 1
| i 1 i
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FUNCTIES

‘ CONSTANTE FUNCTIES

Een constante functie is een functie f met als voorschrift

f(x) =a waarbij a e R

De grafiek is een horizontale rechte, met dom f = R en bld f = {a}.

a<(0 of a=0 of a>0
Y YA ;
/
a J T
4
a X X X
4
/
Voorbeelden
(a) De volgende functies f, g en h zijn constante functies:
f(x) =18, g(x) =0, h(x) = —v 10+ sin60°.
(b) De volgende functies i, j en k zijn geen constante functies:
ix)=3x—7, )=+,  k(x)=".
X
Dat laatste kun je inzien door het domein van k te bepalen:
domk = {x € R | k(x) bestaat} Y
={xeR| z bestaat} 1 k
X o
={xeR|x#0}
— Ry #R. A
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FUNCTIES 8

‘ LINEAIRE FUNCTIES

Een lineaire (of eerstegraads)functie is een functie f met als voorschrift
in standaardvorm

f(x)=ax+b waarbij a,b€R en a#0

De grafiek is een dalende rechte of een stijgende rechte. In elk van de
twee gevallen is dom f = R en bld f = RR.

a<0 of a>0

VYoorbeelden

(a) De volgende functies f, g en & zijn lineaire functies:
f(x)=x, g(x) =2x-3, h(x) =—-35+V17x.
(b) De volgende functies i, j en k zijn geen lineaire functies:

i(x)=2023, j(x)=x,  k(x)= V2

Dat laatste kun je inzien door het functie- Y
voorschrift te herschrijven: k
x alsx>0
k() = Vo2 = x| = 2 \/
(%) X = Il {—x als x < 0.
X
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FUNCTIES 9

‘ KWADRATISCHE FUNCTIES

Een kwadratische (of tweedegraads)functie is een functie f met als voor-
schrift in standaardvorm

f(x) =ax*+bx+c waarbij a,b,ccR en a#0

Z0’n voorschrift kan steeds herschreven worden in topvorm

f(x)=a(x—k)*+1 waarbij k= —% en [ = f(k)

De grafiek is een bergparabool of een dalparabool met top T (k,/) en sym-
metrieas x = k. In elk van de twee gevallen is dom f = R.

a<0 of

Voorbeelden Van volgende functies zijn enkel f, g, h kwadratisch.
f(x) =x? g(x)=V2x*—x+m h(x) = (5x—3)?
i(x) =25 jx)=x+1 k(x)=+vVx*+1
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FuncTies 10

‘ SNIJPUNTEN ZOEKEN

Beschouw twee functies f en g.

Als we de grafiek van f en de grafiek van
g in één assenstelsel tekenen of schet-
sen, kunnen we op zoek gaan naar hun
snijpunten: de punten P die zowel op de
grafiek van f als op de grafiek van g liggen.

Om die punten P(x,y) te vinden, gaan we
als volgt te werk:

in een x-waarde snijdt graf f met grafg < f(x) = g(x)

Dus om snijpunten te vinden, lossen we de vergelijking f(x) = g(x) op.

Voorbeeld. Gegeven zijn f(x) = —3x— 1 en g(x) = x*> —2x — 3.

In een x-waarde snijdt graf f met graf g Y
& flx)=2gl) ,
& —3x—1=x*—2x—3 \ 8
& X 4x—-2=0 :
D=12—4.1-(-2)=9>0 |
twee oplossingen | 9
I
—14%3 |
& x= ? | X
2 |
& x=-2of x=1. |
Dus de snijpunten van graf f met graf g zijn l 2
2
Pl(_zaf(_z)) cn Pz(l,f(l))
5 —4 f
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FuncTies 11

‘ ONDERLINGE LIGGING BEPALEN

Beschouw twee functies f en g. Y, f

Als we de grafiek van f en de grafiek van g in gl ——
één assenstelsel tekenen of schetsen, kunnen |
we op zoek gaan naar hun onderlinge ligging:
de x-waarden waar de grafiek van f onder, op £) g
of boven de grafiek van g ligt.

Om na te gaan waar graf f onder grafg ligt, / X X
gaan we als volgt te werk:

in een x-waarde ligt graf f onder grafg <  f(x) < g(x)

Dus om onderlinge ligging te bepalen, lossen we een ongelijkheid op.

Voorbeeld. Gegeven zijn f(x) = —3x— 1 en g(x) = x*> —2x — 3.

In een x-waarde ligt graf f onder graf g Y
& flx) <glx) .
& —3x—1<x*—2x-3 |
|
& P4x—2>0. |
N———— |
noem h(x) |
|
X

> nulwaarden:  h(x) =0

Maak tekentabel van h(x) = x> 4x—2. ) \

_———— .

S x=-2 of x=1

> tekentabel: B ‘ 5 |

h(x)|+ 0 — 0 +

Dus graf f ligt onder grafg voor x € | —oo, —2[ U |1, 4-o0].
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ZOEKSTRATEGIEEN

Om een (basis)oefening op te lossen die aansluit bij pas geziene leerstof,
gebruik je vaak een werkwijze die klassikaal werd aangeleerd.

Wil je een moeilijker of een meer algemeen probleem oplossen, moet je
zelf een methode zoeken om het probleem op te lossen. Daarbij kunnen
de volgende zoekstrategieén (of heuristieken) helpen:

> maak duidelijk wat het gegeven en het gevraagde is

> maak een schets of een tekening

> raad en controleer

> zoek een voorbeeld of een tegenvoorbeeld

> maak een lijst

> zoek een patroon

> los een eenvoudiger probleem op, zoals bijzondere of kleine gevallen
> schrijf eerst alle mogelijkheden op; en elimineer daarna
> werk van achter naar voor

> herformuleer het probleem

> deel het probleem op in kleinere problemen

> laat tijdelijk éé€n van de voorwaarden vallen

> los een vergelijking op

> gebruik analogie of symmetrie

> gebruik een formule

> gebruik een model
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PRIEMGETALLEN

De priemgetallen tussen O en 1000

31
73
127
179

233
283
353
419
467

547
607
661
739
811

877
947

37
79
131
181

239
293
359
421
479

557
613
673
743
821

881
953

5
41
83
137
191

241
307
367
431
487

563
617
677
751
823

883
967

7
43
89
139
193

251
311
373
433
491

569
619
683
757
827

887
971

11
47
97
149
197

257
313
379
439
499

571
631
691
761
829

907
9717

13
53
101
151
199

263
317
383
443
503

577
641
701
769
839

911
983

17
59
103
157
211

269
331
389
449
509

587
643
709
773
853

919
991

19
61
107
163
223

271
337
397
457
521

593
6477
719
787
857

929
997

23
67
109
167
227

2777
347
401
461
523

599
653
727
797
859

937

29
71
113
173
229

281
349
409
463
541

601
659
733
809
863

941
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. KWADRATEN EN DERDE MACHTEN

De kwadraten tussen 0 en 10000

121

441

961

1681

2601

3721

5041

6561

8281

144

484

1024

1764

27704

3844

5184

6724

8464

169

529

1089

1849

2809

3969

5329

6889

8649

16

196

576

1156

1936

2916

4096

5476

7056

8836

25

225

625

1225

2025

3025

4225

5625

7225

9025

36

256

676

1296

2116

3136

4356

5776

7396

9216

49

289

729

1369

2209

3249

4489

5929

7569

9409

64

324

784

1444

2304

3364

4624

6084

7744

9604

81

361

841

1521

2401

3481

4761

6241

7921

9801

100

400

900

1600

2500

3600

4900

6400

8100

De derde machten tussen O en 10000

1331

9261

1728

27

64

125

216

343

512

2197 2744 3375 4096 4913 5832

729

6859

1000

8000
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Driehoek
> som van de binnenhoeken = 180°
basis X hoogte 1 )

> opp. = = ~bcsinQ
2 2

> opp. = \/s(s—a)(s—b)(s—c)

at+b+c
met s = 5

Vierhoek (niet gekruist)

> som van de binnenhoeken = 360°

> opp. = som oppervlakte driehoeken

Trapezium

> minstens twee evenwijdige zijden

(kl. basis + gr. basis) x hoogte

> opp. = >
. (b1 +b2)h . (bl —{—bg)CSiHOC
-2 2
Parallellogram

> twee aan twee evenwijdige zijden

> opp. = basis x hoogte
= bh = bcsin o
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Ruit
> vier gelijke zijden

product van diagonalen

> opp. =
dy-ds
2

Rechthoek

> vier rechte binnenhoeken b

> opp. = lengte X breedte =1[-b L

> omtrek = 2/ +2b

Vierkant * *

> vier gelijke zijden twee aan twee
loodrecht op elkaar

> opp. = zijde x zijde = 72 L

> omtrek = 47

Cirkel met straal r
> opp. = 71’

> omtrek = 27r
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Regelmatige veelhoek

> veelhoek met n > 3 hoekpunten,
zijden niet gekruist en even lang,
binnenhoeken even groot

> hoekpunten op cirkel met straal r

360°
n

> middelpuntshoek 0 =

> som binnenhoeken = (n —2) - 180°

) —2)-180°
> binnenhoek o = (n=2)

n(n—3)
2

5 . (180° 180°
> opp. = nr-sin ( —— | cos [ —

) 180°
> omtrek = 2nrsin ( p )

> aantal diagonalen =
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Piramide

> veelhoek als grondvlak, waarvan de
hoekpunten verbonden zijn met een
punt buiten dit grondvlak

> zijvlakken zijn driehoeken

. grondvlak x hoogte 1
> VOL: opp. grondvia oogle _ 2! Gh
3 3
Afgeknotte piramide

> deel van een piramide dat tussen twee
parallelle vlakken ligt

> grondvlak (opp. G) is evenwijdig met
bovenvlak (opp. B)

> zijvlakken zijn trapezia

> vol. = %h(G—i— \/I?G—I—B)
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Prisma

> twee parallelle, congruente en niet-
gedraaide veelhoeken als grond-
en bovenvlak met overeenkomstige
hoekpunten verbonden

> zijvlakken zijn parallellogrammen

> vol. = opp. grondvlak x hoogte = Gh

Balk

> prisma met rechthoek als grond-
en bovenvlak en rechthoeken als
zijvlakken

> vol.=lengte x breedte x hoogte = [bh
> opp. = 2[b+2lh+2bh

Kubus (regelmatig zesvlak)

> prisma met zes congruente vierkanten
als grondvlak, bovenvlak en zijvlak-

ken
> alle ribben hebben dezelfde lengte z
> vol.= 7>

> opp. = 62°
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Cilinder

> twee parallelle, congruente cirkels
(straal r) als grond- en bovenvlak,
loodrecht boven elkaar en verbonden

> ook: rechthoek wentelen om zijde
> vol.= opp. grondvl. xhoogte = nrlh

> mantelopp. = 27rh
> totale opp. = 27r> + 27rh

Bol

> alle punten in de ruimte op dezelfde
afstand r van een vast punt M.

> ook: cirkel met straal » wentelen om

een middellijn van die cirkel

4
> vol. = — T
VO 3 r

> opp. = 47r?
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Tetraéder (regelmatig viervlak)

> piramide met vier congruente ge-
lijkzijdige driehoeken als grond- en
zijvlakken

> alle ribben hebben dezelfde lengte z

Kegel (rechte cirkelkegel)

> cirkel (straal r) als grondvlak en
verbinden met een punt loodrecht
boven het middelpunt van die cirkel

> ook: rechthoekige drichoek wentelen
om €¢n van de rechthoekszijden

opp. grondvl. xhoogte 1
pPp. & : g :§7'L'r2h

> apothema a = V/r? + h?

> mantelopp. = mra

> vol.=

> totale opp. = 71’ + ra
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Logica uitspraken

Nl

Logica connectieven

Ty <>

Logica kwantoren
\ 1,
= 1

Verzamelingen voorstellen

0 13, 15
0 13, 15
(o) 13, 15
(O,A) 13, 15
(O,A,..) 13, 15
(o).} 13, 15

Verzamelingen kenmerken

€ 13,15
¢ 13, 15
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Verzamelingen kenmerken

#
min
max

13
13
13

Verzamelingen vergelijken

NN RN

Verzamelingen bewerken

M
U

\

Getallen vergelijken

TV VIAA QO

14, 16
14, 16
14, 16
14, 16
14
14

14, 17
14, 18
14, 19

20
20
20, 32
20
20
20
20
20, 24
20, 24



Bijzondere symbolen Bijzondere getallen
+-o0 20, 30 1 22,28,93, 137, 141
—oo 20, 30 V2 22,28
E 20, 33 0 22
Cio 22,28
Getallenverzamelingen Getallen bewerkingen
N 21,23 + 34
Z 21,23 — 34
Q 21,22, 25 : 34
R 21,27 = 34
R\Q 21,22, 28 + 34
No 21 T 34
Zo 21 gad 34, 43
Qo 21 kgv 34,43
R() 21 h
R+ 21, 30 Y O 34, 54
R~ 21, 30 =1
R} 21,30 — 39
Ry 21,30 [m] 35, 46
la, b 21,29 1 35
[a,b] 21,29 L]
|a, b] 21,29 o 35
[a,b] 21, 29 1 35
Ja, 4] 21, 30 my 35
| —o0,a] 21, 30 vO 35, 47
| —e0,d] 21, 30 —v 35, 47
| —o0, 4-00] 21, 30 VO 35, 50
0! 35, 55
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Analytische meetkunde Goniometrie hoekwaarden

Oxy 61, 62

© 72,74
A,B,P,Q,... 61 , 73 74
[AB] 61, 64 " 72’ 74
a,b,p,q,... 61 ’
C(M,r) 61,71
G:LU=A 61, 63 . .

’ trische getall
PeG 61. 63 Goniometrische getallen
PZG 61,63 sin o 72,75, 80
. 61,63 cos 72,75, 80
© 61,63 tan o 72,75, 80
P(a,b) 61, 62 cota 72,75, 80
co(P) = (a,b) 61, 62
ricoa 61, 67
ajlb 61,68 | Driehoeksmeetkunde
a /b 61, 68
alb 61, 68 AABC 91, 92
atb 61, 68 a, b, c 91, 92
|AB| 61, 64 o, B,y 91, 92
d(A,B) 61, 64 opp. AABC 91, 102, 136
d(P,r) 61, 69
Goniometrie hoeken
~ Gelijkvormige driehoeken

BAC 72,73
A, Ay, ... 72,73 ~ 91, 93, 94
A 72,773 HH 91, 94
a, B, ... 72 7 7
—a 72,78, 87 -H> 91,94
180° — o 72, 88 777
90° — 72, 89 777 01,94

145



Congruente driehoeken

o 91, 96
HZH 91, 96
HHZ 91, 96
/ZHZ 91, 96
/777 91, 96
Functies kenmerken
dom f 120, 123
bld f 120, 123
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Functies voorstellen

1,8, ...
f(x)
graf f
y=fx)

(©)

120
120, 121
120, 122
120, 121
120, 122
120, 122



GRIEKS ALFABET

Enkele letters uit het Grieks alfabet

kleine letter

hoofdletter

lees als

S € R € a Q 9 © 28 0O R ™K

alfa
beta
gamma
delta
epsilon
theta
kappa
lambda
mu

pi
sigma
tau

phi

chi

psi
omega
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B
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bikwadratische vergelijkingen 110
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-minuten 74
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optellen 37
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C
Champerowne............ 22,28
cifer ............ ..ol 23
cijfferen ..................... 40
cilinder.................... 141
cirkel................... 71, 137
-constante 22
-kegel 142



cirkel

ingeschreven 98
middelpunt 71
omgeschreven 98
straal 71
vergelijking 71
combinatiemethode . ........ 119
commutatief.......... 17, 18, 36
complementaire hoek......... 89
congruentie
driechoeken 96
kenmerken 96
CoOnjuncti€............oounn... 2
connectieven ............... 1,2
contrapositie ............. 3,5, 8
cosinus
-regel 103
georiénteerde hoek 80
scherpe hoek 75
veelvoork. hoeken 76, 81, 90
cotangens
georiénteerde hoek 80
scherpe hoek 75
D
dalparabool ............. 70, 129
decimale vorm ........... 26, 27
niet-repeterende 28
periode 26
repeterende 26, 41
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decimalen................... 27
decimeren................... 27
deelbaarheid................. 24
kenmerken van 42
deellym ..................... 98
deelverzameling ............. 16
deler........................ 24
derde machten ........... 35,53
lijst 135
som 58
verschil 58
volkomen 58
derdemachtswortels . ......... 50
rekenregels 50
vereenvoudigen 51
diagonaal.............. 137, 138
discriminant................ 108
disjunct..................... 17
unie 18, 19
disjunctie..................... 2
distributief............... 18, 36
domein.................... 123
drichoeken................. 136
(binnen)hoek 73
bissectrice 98
congruent 96
deellijn 98
gelijkbenig 92
gelijkvormig 94



driehoeken

gelijkzijdig 92
hoogtelijn 98
hoogtepunt 98
ingeschreven cirkel 98
middelloodlijn 98
middenparallel 97
omgeschreven cirkel 98
rechthoekig 92, 101
som van de binnenhoeken 99
voorstellen 92
zwaartelijn 97
zwaartepunt 97
driechoeksongelijjkheid. ... ... 100
dubbel product............... 52
dubbele negatie . .............. 3
E
echte breuk.................. 25
eerstegraads
-functie 128
-ongelijkheid 113
-vergelijking 106
element..................... 15
equivalentie .................. 2
evenwijdig .................. 68
exacte waarde ............... 31
exponent................. 33,45
extremum. ................. 125

151

F

faculteit

figuren

gelijkvormige
ruimte-
vlakke

formule

functies

abc-

omtrek
oppervlakte
verwante hoeken
volume (inhoud)
wortel-

beeld
constante
domein
eerstegraads-
extremum
grafiek
identieke
kwadratische
lineaire
maximum
minimum
nulwaarde
omgekeerde

onderlinge ligging

93
139-142
136-138

108
136-138
136-142

86—89
139-142
108

....... 121

123
127
123
128
125
122
126
126, 129
128
125
125
124
126
131

positieve vierkantswortel- 126



functies

snijpunt 130
standaard- 126
tabel stijgen/dalen 125
tekentabel 114, 124
tweedegraads- 129
voorschrift 121
waarde 121
G
geheel getal ................. 23
gelijkbenige drichoek . ....... 92
gelijkstellingsmethode . . . . .. 117
gelijkvormigheid
driechoeken 94
factor 93
figuren 93
kenmerken 94
gelijkzijdige driehoek . ....... 92
georiénteerde hoeken
complementaire 89
cosinus 80
cotangens 80
gelijke 78, 86
goniometrische getallen 80
sinus 80
supplementaire 88
tangens 80
tegengestelde 78, 87
veelvoorkomende 81, 90

georiénteerde hoeken

waarden in graden 78
getallen
-as 23
-verzamelingen 21
absolute waarde 46
afgeronde waarde 32
bewerkingen 34, 35
decimale vorm 31, 32
exacte waarde 31
gehele 23
goniometrische 75
1rrationale 22,28
kenmerken 20, 22
natuurlijke 23
priem- 24
rationale 25
reéle 27
rekenregels 36
vergelijken 20
wetenschappelijke notatie 33
goniometrische
getallen 75, 83
identiteiten 85
uitdrukkingen 84
graden...................... 74
-boog 74
grafieken............... 63, 122
cirkel 71



grafieken
constante functie 127
eerstegraadsfunctie 128
functie 122
1dentieke functie 126

kwadratische functie 126, 129

lineaire functie 128
omgekeerde functie 126
parabool 70, 129
pos. vkw. functie 126
standaardfunctie 126
tweedegraadsfunctie 129
Grieks alfabet . ............. 147
GrOCPEeren .. ...cvvvvvvnnnnn.. 59
grondformule goniometrie
georiénteerde hoeken 82
scherpe hoeken 77
grondtal..................... 45
grondvlak ............. 139, 140
grootste gemene deler........ 43
guldensnede ................ 22
H
haakjes uitwerken............ 38
halfrechten.................. 73
hoeken...................... 73
(boog)graden 74
(boog)minuten 74
(boog)seconden 74
complementaire 89

gelijke 74, 86
georiénteerde 78
gestrekte 74
rechte 74
scherpe 74
stompe 74
supplementaire 88
tegengestelde 87
volle 74
waarde in graden 74
hoogtelijn................... 98
hoogtepunt .................. 98
hulponbekende ............. 110
I
implicatie .................... 2
bewijzen 7,8
contrapositie 3,8
disjunctie 3
negatie 3
inhoud (volume) ....... 139-142
intervallen................... 29
begrensde 29
gesloten 29
halfopen 29, 30
onbegrensde 30
open 29, 30
irrationaal getal . ............. 28
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K
kegel ...................... 142
kenmerken
congruentie- 96
deelbaarheid 42
gelijkvormigheids- 94
kleinste gemene veelvoud. .. .. 43
kruisproduct................. 37
kubus...................... 140
kwadrant.................... 79
kwadraten ............... 35,52
lijst 135
verschil 57
volkomen 57
kwadratische
functies 129
ongelijkheid 114
veelterm 60
vergelijking 107
kwantoren.................. 1,4
L
lengte...................... 137
lijnstuk ......... ... .. ..., 64
lengte 64
midden 65
zwaarte- 97
lineaire
functies 128

ongelijkheid 113

vergelijking 106

logisch equivalent............. 3
loodrecht.................... 68
M
machten.................. ... 45
gehele exponent 45
grondtal 45
natuurlijke exponent 45
rekenregels 45
manteloppervlakte .......... 142
merkwaardige lijnen
bissectrice (deellijn) 98
hoogtelijn 98
middelloodlijn 98
merkwaardige lijnstukken
middenparallel 97
zwaartelijn 97

merkwaardige producten .. 52, 53
middel

-loodlijn 98
-puntshoek 138
midden
-parallel 97
van een lijstuk 65
minuten..................... 74
N
natuurlijjk getal .............. 23
negatie.............ouune.n. 2



negatie
dubbele 3
neutraal element............. 36
nulwaarde.................. 124
O
omgekeerde
breuk 37
functie 126
getal 35
omtrek ................ 136-138
onderlinge ligging .......... 131
ongelijkheden.............. 111
eerstegraads- 113
grafisch oplossen 112
kwadratische 114
lineaire 113
oplossen 111
oplossingsverzameling 111
tweedegraads- 114
ongeveer gelijkaan........... 32
ontbinden
in factoren 56
in priemfactoren 24,43
OQOTSPIONG .+ v oo vvveeeeennn. 62
openingscoéfficient .......... 70
oplossingsverzameling
ongelijkheid 111
stelsel 115
vergelijking 104

oppervlakte............ 136-142

opslorpend element .......... 36
ordinaat..................... 62
P
parabool ................... 129
berg- 70
dal- 70
openingscoéfficient 70
symmetrieas 70, 129
top 70, 129
vergelijking 70
parallellogram.............. 136
periode ..................... 26
Pl 28,137, 141
piramide................... 139
afgeknotte 139
positieve vierkantswortel . ... 126
priem
-factoren 24,43
-getallen 24,43, 134
prisma..................... 140
procent ...............o..... 44
punten...................... 62
abscis 62
afstand 64
coordinaat 62
ordinaat 62

Pythagoras................. 101



R
rationaal getal ............... 25
reéel getal................... 27
rechten
bepaald door rico en punt 67
bepaald door twee punten 67
evenwijdige 68
loodrechte stand 68
richtingscoéfficiént (rico) 67
vergelijking 66, 67
rechthoek .................. 137
rechthoekige driehoek ... 92, 101
regelmatige
veelhoek 138
viervlak 142
zesvlak 140
rekenregels
breuken 37
derdemachtswortels 50
machten 45
optelling 36
vermenigvuldiging 36
vierkantswortels 47
ribbe.................. 139, 140
richtingscoéfficiént (rico) .. ... 67
ruimtefiguren . ......... 139-142
TWt. ... 137
S
seconden.................... 74

significant................... 33
sinus
-regel 102
georiénteerde hoek 80
scherpe hoek 75
veelvoork. hoeken 76, 81, 90
snijjpunt.................... 130
somen product............. 109
som van de binnenhoeken
driehoek 99
regelmatige veelhoek 138
vierhoek (niet gekruist) 136
sommatie
-index 54
-teken 54
staartdeling . ............. 26, 40
standaardfunctie ............ 126
standaardvorm
2 x 2 -stelsel 116
bikwadratische vergelijking
110
eerstegraadsongelijkheid 113
eerstegraadsvergelijking 106
tweedegraadsfunctie 129
tweedegraadsongelijkheid 114
tweedegraadsvergelijking 107
stelling
Pythagoras 101
Thales 95



stelsels
2x2(2vgln. in 2 onbek.) 116

combinatiemethode 119
gelijkstellingsmethode 117
oplossen 115
oplossingsverzameling 115
substitutiemethode 118
substitutiemethode . ......... 118
supplementaire hoek ......... 88
symbolen .................. 143
T
tabel
functiewaarden 121
stijgen/dalen 125
teken- 114
tangens
georiénteerde hoek 80
scherpe hoek 75
veelvoork. hoeken 76, 81, 90
tegengestelde
getal 35
hoek 87
tekenregels.................. 38
tekentabel ............. 114, 124
tetraéder................... 142
Thales...................... 95
toegevoegde tweeterm . ... 49, 52
topvorm ................... 129
trapezium.................. 136
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tweedegraads
-functie
-ongelijkheid
-vergelijking

U

uitspraak ................

\Y%

veelvoorkomende
georiénteerde hoeken
scherpe hoeken

venndiagram .............

vereenvoudigen
breuken
derdemachtswortels
goniometrische uitdruk.
vierkantswortels
vergelijking
cirkel
grafiek
parabool
rechte

vergelijjkingen............

bikwadratische
eerstegraads-
grafisch oplossen
kwadratische
lineaire

oplossen

129
114
107



vergelijkingen
oplossingsverzameling 104
tweedegraads- 107
verwante hoeken ......... 86—89
verzamelingen............... 15
beschrijven 15
disjunct 17
doorsnede 17
lege 15
maximum 13
minimum 13
unie 18
verschil 19
voorstellen 15
vierhoek ................... 136
vierkant.................... 137
vierkantswortels ............. 47
negatieve 47
positieve 47
rekenregels 47
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vierkantswortels

vereenvoudigen 48
vlakke figuren ......... 136-138
volkomen

derde macht 58

kwadraat 57
volume................ 139-142
W
waar/vals argumenteren. . .. ... 12
waarheidstabel . ............... 3
waarvoor geldt............... 15
wetenschappelijke notatie. . . .. 33
wetten van De Morgan. ........ 3
wortelformule .............. 108
Z
zijde ...l 136-138
zigvlak ..... ...l 139, 140
zoekstrategie€n............. 133
zwaarteliyjn .................. 97
zwaartepunt . ................ 97
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Wiskunde Samen gevat® is bedoeld om leerlingen
tijdens en na hun tweede graad middelbaar onderwijs
houvast te bieden bij het opzoeken, opnieuw begrij-
pen en onderhouden van basiskennis wiskunde.

Het 1s meer dan een formuleboekje: naast vele voor-
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Dit pocketboekje kan dienen als naslagwerk. Het
opzoeken gebeurt met de inhoudstafel vooraan of de
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met formules zijn opgenomen. Je kan er het Grieks
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